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B I B L I O G R A F I A  
INTRODUCCION 
El concepto de rango estable es usado por Bass [ 4 ] desde 10s 
comienzos de la K -  teorfa como un medio para estabilizar 10s K - 
grupos de un anillo; a partir de aquf, se inicia una serie de in- 
vestigaciones tendientes a desarrollar este concepto, estudiando 
por un lado sus consecuencias, y por otro, relaciondndolo con la 
estructura de ciertos anillos particulares. Es principalmente en 
este dltimo sentido que el rango estable llama la akenci6n de 10s 
analistas; el primer antecedente y posiblemente el desencadenante 
de ests tendencia, es un trabajo de Vasershtein [49] en el cual 
se demuestra, entre otras cosas, que el rango estable deldlgebra 
de funciones continuas sobre un espacio topoldgico X , queda de- 
finitivamente determinado por la dimensidn de X ; es promisorio 
pensar entonces, que la vieja corriente matembtica, de relacionar 
un dlgebra de Banach compleja conmutativa ( A )  con su espacio de 
ideales maximales (X(A)) , puede enriquecerse con el aporte del 
rango estable; efectivamente, la estructura de las dlgebras de Ba 
- 
nach nos permite establecer estrechas relaciones topoldgicas inhe 
-
rentes a A y a X(A) . 
Esencialmente su aplicaci6n a1 andlisis viene dada en el terre 
no de la interpolaci6nI o en caso de dlgebras de funciones, su pro 
- 
blema dual, que es el de extensi6n. 
En un trabajo reciente, Rieffel [39] define otras nociones de 
estabilidad (o como dice 61, otras "dimensiones") para anillos to 
-
poldgicos, entre las cuales se destaca el rango estable topol6gi- 
co, tambi6n estudiaremos este concepto, en el context0 de dlge- 
bras de Frschet primero, y de dlgebrasde Banach despugs, sir- 
viendo en este caso a problemas de aproximaci&n, tan cercanos 
por otra parte a las cuestiones de interpolacidn. 
Este trabajo consta de tres capftulos, en el primero, se es- 
tudia el concepto de unimodular, en torno a1 cual gira toda la 
teorsa siguiente; 10s resultados de este capXtulo han sido ex- 
traldos casi en su totalidad de trabajos de Corach y ~arotonda 
[ 91 y [ 101, a6n cuando muchas de las demostraciones han sido 
cambiadas, particularmente, con el aporte de algunos resultados 
de Michael sobre selecciones continuas [ 311 y [ 321 . 
En el capftulo I1 se demuestra que el problema de hallar el 
rango estable de un dlgebra de Banach conmutativa (sr(A)), es 
equivalente a un problema de extensi6n de homotopsa inherente 
a1 espacio X(A) y a 10s ceros de 10s ideales de A . Se prue 
- 
ba asimism que sr(A1) = 1 , y mds generalmente, que- [ n/21+ 1 < 
sr An < n , donde An es el dlgebra del n - polidisco - y  [ q ] es 
la parte entera de q . Hay tambisn otras estimaciones del rango 
estable para algunas dlgebras uniformes y su significado anall- 
tico, finalizando con una generalizacibn.de algunos de 10s resul 
tados obtenidos en el capltulo I sus posibles aplicaciones. 
El capftulo I11 trata sobre el rango estable topoldgico (tsr), 
obteniendose una caracterizacidn espectral del mismo, en dlge- 
bras de Frgchet. Se generaliza un resultado de Rieffel sobre el 
algebra de funciones continuas, del interval0 O , l ]  en un dlge 
- 
bra de Banach; terminando con el estudio, en el caso conmutativo, 
de como se conectan tsr A y X(A) 
ti5 contenido en  una variedad. 
cuando X (A)  cont iene  o es -
Unimodulares y la n - esfera. 
Si A es un anillo con identidad, notaremos con A' 10s ele -
mentos inversibles, y si Mn(A) es el anillo de matrices de orden 
n x n con coeficientes en A , como es usual, GL, (A) C Mn (A) se- 
rd el grupo de matrices inversibles. 
Definici6n 1.1: Sea A un anillo con identidad y n un n h e r o  
natural, diremos que un elemento a E A" es unimodular (a iz- 
quierda) si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se 
verif ica: 
i) existe b E A" tal que 
ii) la aplicaci6n A - lineal 
es suryectiva 
n 
iii) el ideal 2 A ai es igual a A . 
i=I 
Notaremos Un(A) a1 conjunto de elementos unimodulares de 
. En particular el conjunto de elementos inversibles a iz- 
quierda de A ser5 U (A) . De forma completamente andloga se . 1 
definen 10s unimodulares a derecha, 10s cuales notaremos ,U(A). 
El concept0 de unimodular es el eje sobre el cual gira toda la te -- 
orla aqul desarrollada, por eso, 10s anillos considerados necesa- 
riamente deberdn tener una unidad; sin embargo, si A no tiene- 
unidad, podemos adjuntarle una obteniendo ass un anillo unitario 
A', y desarrollar all$ la teorza; muchos de 10s hechos obtenidos 
para A+ van a seguir teniendo sentido, con la definicidn apro- 
piada, si uno "baja" a A . Como el andlisis sistemdtico de cud- 
les resultados siguen valiendo para A y cuales no, ocuparfa de-- 
masiado lugar y cansarsa innecesariamente la atencibn, vamos a re 
- 
sistir esta tendencia y considerar ~610 anillos unitarios. De ma 
- 
nera que cuando se mencione un anillo cualquiera, o especzficamen 
- 
te un dlgebra de Banach, de Frschet, etc., se entenderd siempre 
que tiene unidad. 
Los unimodulares aparecen naturalmente en un anillo de varias 
formas distintas, veamos una, si A es un anillo con unidad, y 
GLn(A) es el conjunto de matrices de dimensidn n xn inversi- 
bles, es claro que sus filas estdn en Un(A) y sus columnas en 
n U(A) ; por otra parte no siempre la reclproca es cierta, es de- 
* 
cir, no todo unimodular a izquierda es la fila de alguna matriz 
inversible, dependiendo esto del anillo en cuesti6n. 
Vamos a desarrollar la teorla para unimodulares a izquierda, 
per0 es evidente que lo mismo valdrd para unimodulares a derecha, 
simplemente considerando A O ~  , el anillo cuyo product0 es el o- 
puesto de A . 
Estudiaremos algunas propiedades de 10s unimodulares y de 
ciertos conjuntos relacionados con ellos,cuando A es un 6lgebr& 
de Banach (real o compleja) con unidad. 
Proposicidn 1.2: Un(A) es abierto en A" . 
Dem.: Tomemos a €  Un(A) y b E  An tales que (b,a) = 1 . 
Si llamamos f a la aplicaci6n 
resulta claro que f es contfnua, por lo que 
es abierto en An (ya que A. es abierto en A ) ,  y estd inclui- 
do en Un (A) , pues si ( b,x) = u E A' , es inmediato que 
-1 -1 -1 (u-lb,x) = 1 , donde u b =  (u bl,...,u bn) Por lo tan- 
to a € V C U,(A) , lo que muestra lo afirmado. 
Definicidn 1.3 : En An x An def inimos la n - esfera como el con- 
junto Sn(A) = {(a,b) E A" x A" : ( b,a) = 11 . 
Es claro que la proyecci6n sobre el primer factor induce una 
sobreyecci6n p : Sn (A) -* Un (A) , veremos que vla esta aplicaci6n 
podemos relacionar homotdpicamente Un (A) con .U(A) , para lo 
cual necesitaremos algdn trabajo previo, hecho esencialmente por 
Michael [32]. 
Si X es un espacio topoldgico metrizable, Y un espacio to 
- 
pol6gic0, y P(Y) = { S  C Y : S # $ 1  ; una aplicaci6n $ : x+P(Y) 
es semicontinua inferiormente si el conjunto 
es abierto en X para cada abierto V C Y . 
Teorema 1.4 (Michael): Sea X metrizable, y M un subconjunto 
metrizable de un espacio localmente convex0 F , tal que la cdpsu 
-
la convexa cerrada de cada conjunto compacto K C M , es compacta. 
Sea @ : X -+ P (M) semicontinua inferiormente y tal que $ (x) es 
completo (para alguna metrica en M). Entonces existe f :X -+ F 
tal que para todo x E X, 
(donde H- signif ica la clausura de H) . 
Con este resultado en mente podemos encarar el siguiente teo- 
rema. 
- Teorema 1.5: 
1) P : S, (A) + Un (A) admite una seccidn global. 
2) p es una equivalencia homotbpica. 
-1 -1 Den. : Consideremos p : Un (A) + P (Sn (A) ) ; donde p (a) = 
I b E A" : ( b,a) = 1 1  es una variedad lineal, pues si bl,b2 E 
-1 p (a) , tenemos que (bl - b2,a) = 0 , y por lo tanto b2 E bl 
+ K e r  f , donde f (x)  = ( x , a  ) ( f  : A" + A ) .  Por o t r a  p a r t e  , cual-  
q u i e r  elemento c E bl + K e r  f v e r i f  ica ( c ,  a ) = 1 . 
-1 Entonces p ( a )  es convex0 y cerrado (pues f es con t inua) .  
Veamos que p es semicontinua infer iormente,  sea  V un ab ie r -  
2n to  de Sn(A) (con l a  topologla  inducida por  A ) y veamos que: 
es ab ie r to  en Un (A) . 
-1 Sea xO E T , entonces p (x0) n V # @ , es d e c i r  e x i s t e  bo €A" 
t a l  que ( b o , x o )  = 1 y (xo,bo) E V  . 
Tomems en A" alguna de  l a s  normas equ iva len tes  der ivadas  de  l a  
normade A . Dado W e < l  , e x i s t e  6 > O  t a l  que s i  i x l - x o l  
< 6 ,  tenemos 
por  l o  que ( b o , x l ) =  1 + h con i h l  < a ; como 
m 
elemento e s  i n v e r s i b l e ,  y s u  inver sa  es (-h) I .  
j = O  
I ( b o , x 1 ) - l ~  6 Z r j  = 1 
j > O  1 - E  
-1 Tomemos bl = ( bo ,xl) . bo , r e s u l t a  entonces que 
Como ( bl,xl ) = ( bo#xl )-l. ( b0,x1 ) = 1 , es c l a r o  que (xl,bl) E 
p-'(xl) , y como 
con E ' t an  chico como s e  quiera,con t a l  de tomar 6 suf ic ien-  
temente pequeso, obtenemos as$ que para un 6 adecuado (xl,bl) 
E V .  
-1 0 sea que s i  Oxo - xll < 6 , tenemos p (xl) n V # # , con l o  
cual T e s  ab i e r to .  
Entonces por e l  teorema de Michael e x i s t e  p : Un(A) + An x A" 
continua, t a l  que 
p ( a )  E (conv p- l (a ) ) -  
pero como p-l (a)  e s  convex0 y cerrado, queda que 
-1 p (a) E p (a)  , con p : Un (A) + S,(A) 
E s  inmediato que p e s  una seccidn de p , es d e c i r  p(p  (a)  ) = a , 
l o  que prueba 1). 
Para probar 2 )  usemos l a  seccidn recien encontrada, como p o p  = 
idIln (A) , bas t a  con ver  que (P.4 p es homot6pica a (A) . De- 
finamos I? : I x Sn (A) + Sn (A) por 
donde p = n 2o p : Un (A) + ,U (A) , siendo r la proyeccidn del 
segundo factor de Sn (A) , en ,U (A) . 
Obviamente F es continua y efectivamente va a s ~ ( A )  , pues 
(p2(a) + t(b-pZ(a)),a) = 
- obtenemos que Fo = p o  p y F1 - , corn0 querf amos. 
Corolario 1.6 : Un (A) y ,U (A) son homotdpicamente equivalentes . 
Corolario 1.7: Si X es un espacio topoldgico y Y C X es ce- 
rrado, toda aplicacidn continua 
I 
se puede levantar a 
para algCIn b E A", tal que (bra) = 1 . 
Si A es un dlgebra de Banach y X es un compacto separado, 
consideremos el Slgebra de Banach de funciones continuas de X 
en A ,  C(X,A), con i f !  = sup{lf(x)lA, X E X J  . 
Si A = C , notaremos simplemente C(X). 
Corolario 1.8: La inclusi6n 
es un homeomorfismo. 
Dem.: Basta con ver cpe 2 es suryectiva. Por el dltimo core- 
-
lario, si f E C(X,Un(A)), existe g E C(XrnU(A)) tal que (ftg) 
E C (X, Sn (A) ) . Pero es claro que 
c (x,sn (A) ) = sn (c (X.A) 
luego f E Un(C(X,A)). 
En realidad esto puede probarse de una forma m6s directa, sin 
el uso del teorema 1.5; la siguiente demostraci6n estd adaptada 
* 
de [ 5  1 (ver [ 9  I ) .  
Si X es paracompacto y f : X + Un(A) es continua, sabemos 
que dado x E X , existen g1 x , . . , ( 1  tales que f (x) 
g;(x) = 1 . 
Como A' es abierto, existe un entorno abierto Vx de x tal 
es una funci6n continua definida en Vx . Usando una particidn 
de la unidad subordinada a un refinamiento localmente finito de 
(Vx) , podemos construir gi : X + A tal que 
En igual forma podemos probar que si X es una variedad de cla- 
se ck (ICKG-): 
u (A) y GLn(A)= 
n 
Como ya di jimos anteriormente, GLn (A) estd zntimamente rela -
cionado con Un(A) ; aqul vamos a estudiar esa relaci6n,y vere- 
most entre otras cosas, condiciones suficientes para que un uni- 
modular dado se pueda completar a una matriz inversible. 
Si A es un anillo con unidad, a,b E A" y o E Mn (A) , re- 
n n n n 
sulta (b,u.a)= 2 b T [  E oTjajJ = Z 
T=l j=l T=l j=l j 
Z bT oTj a = 
n n 
= Z [ Z  b o ] a  =(b.u,a). 
j=l T=l T Tj j 
Dado a E A", definamos 
T : M, (A) + A" por T ( U )  =o.a 
ta : GLn (A) +A" 
~rqosici6n 1.9: Las condiciones siguientes son equivalentes: 
(i) 
(ii) la imagen de ta estd contenida en U,(A), 
(iii) la imagen de ta interseca Un (A). 
Dm.: ti) * (ii) como a E Un(A) , existe b E A" tal que 
-
( a ) = 1 . Tomemos un x en la imagen de ta , entonces x = 
o.a con 0 EGLn(A) ,y: 
-1 -1 -1 (bo ,x) = (bo ,oa) = (bo o,a) = (b,a) = 1 ,por lo que 
x E Un (A) . 
(ii) * (iii) es trivial. 
(iii) 4 (i) si x es unimodular y estd en la imagen de t, , 
x = oa para algdn o E GLn (A) , y existe y E A" tal que 
y asZ a E Un(A). 
Observemos que en general t, (con a E U, (A) ) no tiene por quO 
ser suryectiva, por ejemplo, si A no es conmutativo, n = 1 y 
a = 1 ,  ta es la inclusi6n del grupo de-elementos inversibles 
de A , A' , en U1(A) , 10s elementos inversibles a izquierda, 
en general un conjunto mls grande que A. . 
Pero adn en el caso de un dlgebra de Banach conmutativa con uni- 
dad, ta puede no ser  suryectiva (ver [ 9 ] para un e jemplo) . 
Sin embargo, ta t iene importantes propiedades. 
a E Un(A)  , t : GLn(A) + U (A) es abier ta .  n 
Dem. : T : Mn (A) + A" , dada por T (o) = o.a es  un epimorfismo, 
pues si  ( b , a )  = 1 y x E A" , u = (x ib j ) lCi , j<n verif  i ca  
que o.a = x . 
Por e l  teorema de l a  aplicacidn abierta,  T es  abier ta ,  y como 
ta = T / GLn (A)  y GLn (A) es abierto, resul ta  que t, es abier -
ta.  
Como hemos vis to,  GLn (A) acttla sobre Un (A) por intermedio de 
GLn (A) x Un (A) + Un (A) 
(u,a) -* o.a 
podemos entonces considerar l a  siguiente relaci6n de equivalencia 
en Un(A):  
si  a,b E Un(A) , a - b * existe o E GLn(A) t a l  que o.a = b. 
Notemos Pa l a  clase ( l a  drbita) de a : 
ra = (ua : o  E GLn(A)}  = GLn(A).a 
y Ga l a  f ib ra  ( e l  estabilizador) de a : 
Siendo Fa = im ta , por la proposici6n es abierto, per0 entonces 
tambien es cerrado (en Un(A) 1 ,  es decir ra es uni6n de algunas 
componentes conexas de Un (A) . 
Es tambidn claro que ra es un espacio homogbneo,vfa el isoinor- 
fismo analstico de variedades de Banach inducido por ta 
con lo que Un(A) resulta ser una uni6n discreta de espacios ho- 
mog6neos. 
Para informacidn sobre la estructura analltica de A" , el lector 
puede remitirse a [ 5 I o S.271. 
Por razones de exposici6n pondremos tambi6n ta:GLn(A) -+ ra in- 
b 
dicando el codominio, aCm cuando originalmente ta : GL, (A) -* U, (A) . 
Para probar la propiedad fundamental de t,*,que sera usada a lo 
largo de todo este trabajo, usaremos el siguiente teorema, el 
cual puede encontrarse en [31] como Corolario 7.3. 
. Teorema 1.11: Sea G un grupo metrizable, y H un subgrupo ce- 
rrado, que es (localmente) isomorfo a1 grupo aditivo de un espa- 
4 
cio vectorial topol6gico metrizable, completo,y localmente conve- 
xo. Entonces la aplicacidn p :G + G/H tiene una seccidn local. 
Psoposici6n 1.12: ta :GLn(A) -+ ra es una fibracidn principal lo -
calmente trivial, 
. . 
Dem.: Vfa ta podemos identificar Fa. con GLn(A)/Ga y t, 
con l a  proyeccidn p : GLn (A) + GLn (A)/Ga , luego Par e l  teorema 
e x i s t e  una secci6n l o c a l  de p , es dec i r ,  dado p (x) EGLn{A) / 
'a 
e x i s t e  un entorno a b i e r t o  U de p(x)  y una funcidn conti-  
nua s : U -* GLn (A) t a l  que p (s (y) ) = y Vy E U . Obviamente 
zo = s (p (XI E p-l (p (XI , s i  zl E p-l (p(x)  , s : u + GL, (A) 
-1 
z1  
definida por s (y) = s (y) z0 zl tambien es una seccidn loca l ,  
z1 
y ademds 
szl (p(x)  = z1 
E l  r e s t o  s a l e  por t e o r f a  general  (ver [ 2  4 ] ) . 
E s  in teresante  ver  que en [ 9 1,Corach y Larotonda construyen ex- 
plfcitamente una secci6n l o c a l  s i n  e l  uso d e l  teorema de Michael, 
de l a  forma s iguiente :  
S i  b E A" es t a l  que ( b , a )  = 1 y s i  
N = Ker (x + ( x , a ) )  de  An en A , 
entonces se t i e n e  l a  sucesidn exacta  
donde T ( u )  = u.a . 
La funcidn j : An + Mn (A) def in ida  por j (x) = (xibX) es una 
seccidn para T , y es c l a r o  que l a  exponencial exp : Mn (A) +I 
4 
GLn(A) induce un Lsomorfismo l o c a l  de variedades de  Banach 
exp /N" : N" + G, . 
Definamos @ : A + a por $ = t a o a  exp o j , o sea  
@ ( X I  = exp (xibK) .a  
Entonces l a  der ivada de  @ en 0 e s  
Do (@)  = Dl (t,) o Do (exp) o Do ( j )  = 1 A" 
pues ~ ~ ( t , )  = T , D~ (exp) = lMn(A) , D o ( j )  = j i 
y T .  j ( x )  = (xibK).a = (xi) = x . 
Luego, por e l  teorema de  l a  funci6n inver sa ,  e x i s t e n  entornos U 
de 0 en A"'  y V de a en Fa t a l e s  que 
es un isomorfismo, y 
-1 
s = e x p .  j .@ : V + G L n ( A )  
es  una seccidn de ta , t a l  que s ( a )  = 1. 
Corolar io 1.13: ta : GLn(A) + Un(A)  es una f i b r a c i 6 n  de  Serre .  
~l es tud io  de  l a s  propiedades homotdpicas de  U n ( A )  , donde A 
e s  un dlgebra de Banach, r e q u i e r e  l a  i d e n t i f i c a c i d n  de  una compo 
- 
nente conexa destacada de  Un (A)  E s  f d c i l  v e r  que 50s vecto- 
r e s  can6nicos de  A" : 
el = ( l , O , . .  . , O )  ; . . . , en = (0,  .-. , O , l )  
es t6n  todos en l a  misma componente conexa de  U,(A) , l a  c u a l  l l a  
- 
maremos Un(A)  . 
E s  sabido que si  A e s  un dlgebra de Banach, l a  componente cone- 
xa d e l  1 ,  en  A -  , notada A; , es  e l  subgrupo de  A -  generado 
por  l a  imagen de  l a  funci6n exponencial: 
exp : A  -* A' an exp a = 2 - 
@0 n! 
En p a r t i c u l a r ,  cuando A e s  conrnutativa l a  imagen de  l a  exponen- 
c i a 1  es un subgrupo de A' y exp A = A; . 
Con e s t a s  notaciones,  GLn(A), sera l a  componente conexa de l  
1% en GLn (A) = %(A) ' . 
proposicidn 1 .14 :  S i  a E Un (A) , y ta : GLn (A)  + Un (A) t ta (0) = 
o .a , entonces i m  ta = Un (A) ,  . 
Dem.: por e l  c o r o l a r i o  a n t e r i o r ,  s i  i m  ta n U n ( A ) O  # 4 , enton- 
ces  i m  ta 3 U n ( A ) O  , per0 c o m o  i m  t, es conexo y esta i n c l u i d o  
en Un(A) , tenemos que i m  t, = Un (A) , . 
Luego como ta(l) = a E i m  ta n Un(A) , , sale l a  propos ic i6n .  
Veamos ahora l a  accidn de  un morfismo de  a lgebras  de  Banach u n i t a  
- 
r i a s  f : A  -+ B en 10s elementos unimodulares. 
Como se ve claramente,  f induce una funci6n l i n e a l  cont inua 
y por  r e s t r i c c i d n ,  una ap l i cac i6n  cont inua 
f : Un (A) -+ Un (B) 
que en el caso n = 1 es un morfismo de grupos. 
Claramente tambien las aplicaciones inducidas 
y, en general 
son morfismos de grupos. 
Teorema 1.15 : Sean A y B dlgebras de Banach, .f : A + B un 
epimorfismo, entonces 
(ii) fl:A0 + B e  
es una fibracidn localmente trivial 
es una fibracidn de Serre. 
(Como antes,notamos igual a dos morfismos con distintos dominios 
y codominios por razones de simplicidad). 
1 
Dem.: (ii) es una consecuencia inmediata de (i). 
-
Para demostrar (i) , por 7 1 basta con ver que f (A;)) = Bi 
claramente fl (Ag) C Bg . Si b E B;) , como B;) estd generado 
por la imagen de exp , existen bl, ..., bn E B tales que b = 
n 
n exp bi . 
i=l 
El diagrama conmutativo 
f 
A-B 
muestra que exp bi E fl (A;) , luego 
n 
b = n exp bi E fl(A;)) . 
i=l 
Notemos que f : A + B induce un epimorf ismo de  M~ (A) -* Mn (B) , 
que por r e s t r i c c i 6 n  induce f n  : GL, (A) + G L ~  (B) , a1 ma1 se l e  
puede a p l i c a r  e l  teorema a n t e r i o r .  
En general ,  e l  homomorfismo de grupos inducido f n  : G L ~ ( A )  +GLn (B) 
puede no s e r  suryect ivo ,  por  ejemplo si  A = ~ ( h )  , donde = 
1 { z E C : l z I <  1) , B = C ( S  ) , y ~ : A - * B  es l a a p l i c a c i d n  
r e s t r i c c i b n ,  tenemos que A' es conexo y no (B' = ( v e r  174 1 ) , 
por l o  que f l  : A '  + B' no puede ser su ryec t iva .  
Teorema 1.16: S i  f : A  -* B e s  un epimorfismo de d lgebras  d e  BaL 
nach, entonces l a  ap l i cac i6n  inducida 
es una f i b r a c i 6 n  de  Serre .  
Dem.: S i  a E Un(A)  y b = f (a) , tenemos e l  s i g u i e n t e  diagrama 
conmutat ivo  
ta , tb Y f n  son f ib rac iones  de  S e r r e  p o r e 1  comentario ante-  
rior y corolario 1.13, el resto es claro. 
Recordemos que una subdlgebra A de B se dice plena si B'n A =  
A' . El siguiente teorema fue extrazdo de [ 9 1 .  
Teorema 1.17: Sean A y B dlgebras de Banach y f :A -+ B un 
monomorfismo con imagen densa y plena. Entonces fn :Un(A)+Un(B) 
es una equivalencia homotbpica. 
Dem.: En 1361 (Teoremas, 12 y 15) Palais demuestra lo siguiente: 
si g:E -+ F es una aplicaci6n lineal continua de espacios de 
Frechet con imagen densa, y U C F es abierto, g es una equi- 
valencia homot6pica entre g -l(u) Y U . Luego, basta con ver 
o, la inclusi6n no trivial 
4 
si f(a) E u,(B) , existe b E B" tal que (b,f(a) ) =  1 , y co- 
mo f(A) es denso en B y B' es abierto en B , existe - 
c E A" tal que (f(c),f(a) ) E B' , o sea f((c,a)) E B' , per0 
por la plefiitud de f (A) resulta que (c,a ) E A' , en particu- 
lar a E Un(A). 
No se puede quitar la hipdtesis de plenitud, como lo muestra el 
e jemplo anterior. 
Algebras de Banach conmutativas. 
Vamos a considerar ahora el caso conmutativo, la posibilidad 
de pensar a1 dlgebra A como una "subdlgebra" (no necesariamen- 
te inyectiva) del dlgebra de funciones continuas sobre su espec- 
tro,enriquece la teorfa con resultados mucho mds definitivos que 
en el caso no conmutativo. 
Aunque gran parte de lo que sigue es cldsico y muy sabido, 
es conveniente ponerlo (en la forma mds breve posible) como me- 
dio de introducir notaci6n. En adelante, y hasta el fin del ca- 
pftulo, A sers un dlgebra de Banach compleja y conmutativa. 
Generalidades: Si A' es el dual de A como espacio de Banach, 
con la topologfa de convergencia puntual, tambi6n llamada debil 
(inducida por la topologfa product0 de c*) , consideremos el con- 
junto (el espectro de A) : 
se demuestra que X(A) estd incluido en la esfera unidad de A', 
4 
y que resulta compacto con la topologfa inducida. AdemSs, si 
9 E X(A) , cP(1) = 1 y Ker cP es un ideal maximal; recfprocamen -
te, si M es un ideal maximal de A , que necesariamente es ce- 
rrado, existe un dnico 9 E X (A) tal que Ker 9 = M . 
Luego uno puede definir un morfismo continuo 
llamado l a  transformada de Gelfand, con l a s  s igu ien tes  propiedades: 
(i) 1211 < I a l  
A A A 
(ii) A e s  plena en C ( X ( A )  ) , es d e c i r  s p  a = a(X(A) ) = s p  (a)  
Va E A , donde s p  a = { A  E C / a -  X$Z A ' )  (e l  espectzo de a ) .  
A (iii) K e r  = nCM C. A :M i d e a l  maximal} , llamado e l  r a d i c a l  de Ja-  
cobson ( rad A) . 
Observemos que (ii) implica (i) . A . s e  d i c e  semisimple si  y ~ 6 1 0  
si  rad A = 0 , o sea  s i  A es inyectivo,  por l o  que A / r a d  A 
con su norma inducida es un dlgebra de Banach semisimple. 
A 
La imagen A puede no s e r  cerrada en C ( X ( A ) )  . como muestra por 
K 1 
ejemplo tomar A = C (S ) con 
K 
Ian = I Z l a ( j ) ( t ) l }  , donde a ( I )  es l a  derivada j-Bsima 
de a. 
S i  I es un i d e a l  cerrado de A , 
\ 
es f d c i l  ver que X ( A / I ) ,  se puede i d e n t i f i c a r  con h u l l  I. 
La relaci6n e n t r e  un dlgebra de Banach y su  espect ro  ha s ido  e s t u  
- 
diada desde 10s comienzos de l a  t e o r i a ,  y mucho se podria d e c i r  a1 
respecto, uno de  10s primeros resul tados  en e s t a  d i recc i6n  e s  e l  
0 teorema de Shilov [ 4 3  I : H (X  (A) , Z) = grupo generado por idempoten- 
tes de'A ; tambign es tdn 10s teoremas de: 
1 Arens -Royden[3;41]: H (X,Z) = A0/exp A 
Forster [ 201 2 : H (X,Z) = Pic (A) (grupo de Picard) 
Taylor 471 3 : H (X, Z) = Br (A) (grupo de Brauer) . 
Cuando el dlgebra en cuesti6n es de la forma C(X), con X un com 
- 
pacto separado, su espectro coincide con las evaluaciones en 10s 
puntos de X , y la topologfa inducida por el dual es igual a la 
topologfa original; es fdcil ver en esas condiciones que C(X) es 
isomorfo a C(Y) ,como dlgebras de Banach,si y ~ 6 1 0  si X es home0 
-
morfo a Y , lo que hace razonable pensar que las propiedades tope- 
16gicas de X se traducirdn en propiedades de C(X) y viceversa: 
por ejemplo, Watts I501 calcula 10s gruposde homologfa de X a 
partir de C(X) . 
Siguiendo las ideas de Novodvorskii [351, y haciendo uso de un cdl- 
culo funcional holomorfo global desarrollado por Crabw 115 1 ; Taylor 
I 4 6  1 , 147 1 , y Raeburn 137 1 prueban 10s resultados mds completos en 
esta direccibn, uno de 10s cuales serd de uso continuo en este tra- 
bajo. Primero necesitamos algunas definiciones previas. 
~efinici6n 1.18: Sea A un dlgebra de Banach compleja conmutativa, 
B un espacio de Banach, y M C B . 
A 
1) A 8 B es el espacio de Banach que se obtiene por la completaci6n 
n n 
de A @ B con norma I Z ai-@ bi I = Z liaiiAIbi I B  (Notemos que 
OD ill i=l 
A 
si a E A B B  ,a = aiObi , con Ziaiiabi! < -1. 
i=l 
A 
2) sp at = im at C B , donde 
A 
00 
a (P) = Z q(a i )b i  
i=l 
A 
3 )  n M =  (a  E A B B : ~ ~ ~  C M }  
(pa ra  9 E X (A) 
Para un d e s a r r o l l o  de  l a  t eo rxa  de e s t o s  "conjuntos e spec t ra -  
lesn, ,cuando M e s  una variedad o un espac io  homog8neo. 
uno puede a c u d i r  a [sl]. 
Teorema 1.19: Sea M un a b i e r t o  de  B , y supongamos que M es 
una uni6n d i s c r e t a  d e  espacios  homog6neos. Entonces es lo-  
calmente conexo por  a r c o s  y l a  transforrnada de Gelfand ^ : A *C(X(A)) 
M induce una biyecci6n de  ro  (A ) M (componentes conexas de  A ) en 
[X (A) ,MI ' (donde [ X,Y] nota  l a s  clases d e  homotopfa de  ap l i ca -  
c iones continuas de X en Y ) .  
Observemos que s i  B es un Blgebra de Banach y M = Un(B) enton- 
ces por e l  comentario que s igue  a l a  propos ic ibn  1.10, Un(B) es 
- 
t b  en l a s  condiciones d e l  teorema. 
A 
Lema 1.20: a E Un(A) s i  y s d l o  s i  a E U , ( C ( X ( A ) ) ) .  
A 
Dein.: a E U , ( C ( X ( A ) ) )  * h ( a )  # 0 Vh E X(A)  * {a lI...,an] no es -
td en ningdn i d e a l  maximal * A al + . . . +A an = A . 
Teorema 1.21: Sea A un d lgebra  de  Banach. La transformada de 
Gelfand induce una equiva lencia  homotdpica 
Dem. : Notando que Un (A) = A C? 
-
y que C: es  un espacio homoge-, 
neo de GLn (C)  , vza 
e l  teorema anterior nos dice que en es te  caso l a  transformada de 
Gelfand induce una biyecci6n 
Notemos que por corolario 1 .8  C ( X ( A )  ,c:) es  homeomorfo a : 
U n ( C ( X ( A )  1 ) .  
Ahora, como Un (A) y Un (C ( X  (A) ) ) son subconjuntos abiertos de 
espacios de Banach, basta probar que tienen e l  mismo t ipo  de homg 
topIa debil  (ver [ 361 ) ; pera es to  veremos que si  Y es.  un espa- 
cio compacto separado; induce una biyeccidn 
En corolario 1.8 probamos que [ Y,Un (A) ] = r [U (C(Y,A))] , y como 
" .  
0 n 
X (C (Y ,A) ) = Y x X (A)  (ver [ 28) ) , usando e l  teorema anter ior  obtene- 
mos rO[ Un (C (Y ,A) ) ] a - [  Y x X (A) ,c:] , y haciendo reiterado uso de 
este  teorema, y del  hecho obvio C (Y,C (X  (A) ) ) = C (Y x X (A) ) (vfa 
l a  adecuada identificaci6n),  llegamos a que 
Corolario 1.22: Sea A un dlgebra de Banach, si X (A) es con- 
trdctil, tenemos que Un(A) es homot6picamente equivalente a S 2n-1 
Con una argumentacidn similar a la del teorema, se puede demostrar 
lo siguiente. 
~eorbma 1.23: Dadas dos dlgebras de Banach A y B , con A con- 
mutativa, la transformada de Gelfand induce una equivalencia homo- 
t6pica 
Definicidn 1.24: Una subdlgebra B de C se dird n -plena si 
Esta noci6n aparece naturalmente en el estudio de dlgebras de Ba- 
nach, por ejemplo el famoso teorema de la corona afirma que Hm 
es n -plena en BC (A) para todo n natural. Para tener una idea 
4 
mds generalizada de la importancia de esta nocien, vearnos el si- 
guiente teorema. 
Teorema 1.25: Sean A y B dlgebras de Banach conmutativas com- 
plejas,y v : A +B un monomorfismo. Consideremos la aplicacidn 
traspuesta 
Entonces : 
1) v* es inyectiva si  y ~ 6 1 0  s i  v (A) separa puntos de X ( B ) .  
2 )  v* es sobreyectiva s i  y s6lo si  v (A) es  n-plena para todo 
n E N .  
Dem.: 1) S i  cpl ,cp2 E X(B) con v1 # cpZ , tenemos que: existe  
-
a E A t a l  que cpl(v ( a ) )  # q2(v ( a ) )  si  y s610 si existe  a E A 
t a l  que v *cpl (a)  # v *cp2 (a) . Notemos que aquf no se  usa que 
sea inyectivo. 
2) Supongamos que v * es sobreyectiva, y (al,. . . ,an) E A" es  
t a l  que (v (al) , . . . ,v (a,) E U, (B) , o sea (9 (v  (al) 8 .  . ,cp (v (a,) # 0 
para todo cp E X(B)  ; luego v *cp (al,.  . . ,an) # 0 , VP E X ( B ) ,  y 
como v* es  sobreyectiva, resul ta  que 9 (al,. . . ,an) # 0 , VO E 
X(A)  , es decir  (al,. . ,an) E Un(A) ,y asf 
S i  v* no es  sobreyectiva exis te  cp E X(A) , cp 9 V *  (X(B) ) ; 
tomemos N = Ker cp , como v * ( X ( B )  ) es compacto, para todo x E 
V *  (X(B))  existe  a en N t a l  que x(a)  # 0 , luego y (a) # 0 
para todo y E Ux (un c ie r to  entorno abierto de x ) .  Por compa- 
cidad podemos hal lar  f i n i t o s  de estos entornos t a l e s  que 
x ( a . )  # 0 si  x E  U , con l o  c u a l  s i  z E X @ ) ,  v*z(al ,  ...,a ) =  
I j n 
z(v (al) ,..., v (an))#O, y por l o  t a n t o  (v  (al) ,.. . , V  ( a n ) ) €  Un(B) ,  
per0  como 9 (al,. . . ,a ) = 0 y v es i nyec t iva ,  tenemos que 
n 
(JJ (al) , . . . ,JJ (an) 9 v (Un (A) ) . D e  l a  inyec t iv idad  de  v se s i g u e  
que v (Un (A) ) = Un (v  (A) ) , y entonces v (A) no e s  n-plena en  B. 
Corolar io 1.26: Sea Y un espacio  compacto separado, A una 
subdlgebra ce r rada  d e  C (Y)  , i : A -* C (Y )  l a  i n c l u s i 6 n .  Entonces 
i* :Y + X ( A )  es un homeomorfismo si y s d l o  s i  A separa  puntos 
de  ~ , y  es n - p l e n a  en C ( Y ) ( V ~  E N) . 
Tomemos por ejemplo A = C f E C (z)  : f es holomorfa en A 
con norma supremo, y B = H" , las funciones holomorfas y acota-  
d a s  en A con la  m i s m a  norma, s i  v : A -* B es l a  i n c l u s i b n ,  es 
f d c i l  v e r  que A es n - plena  en H" para  todo n n a t u r a l ,  y 
por l o  t a n t o  v * : X (A) = -+ X (B)  es sobreyect iva ,  pe r0  A no 
separa puntos de X (B) , y entonces v * no es i nyec t iva .  
Proposici6n 1.27: Sean A y B a lgebras  de  Banach,y f : A  + B 
un monomorfismo con imagen densa y p lena ,  entonces f (A)  es n- 
p lena  en B para  todo n E N . 
4 
Dem.: si ( f ( a l ) ,  .. . , f ( an ) )  E f ( ~ ) "  n u,(B) , e x i s t e n  b j  (1 < j < n )  
-
n --
en B t a l e s  que jzl bj f (a .) = 1 , luego por  densidad de  3 
e x i s t e n  c .  (1 4 j < n )  en A t a l e s  que f (cj) e s t S  l o  suf  i c i e n t e  3 -
mente cerca de bj  como para  que Z f (c j )  f (a .) E B' , es d e c i r  3 
f ( Z  c .a .) E B' n f (A) = f (A) ' por p l e n i t u d ,  luego p o r  l a  i n y e c t i  3 3 -
vidad de f , f (A) ' = f (A' , y claramente Z c .a E A' , en parti- J j 
cular (al,-..,an) EUn(A) y (f(al),.-.,f(an)) Ef(U,(A)) = 
Un(f (A) 1 ' 
CapZtulo II. RANGO ESTABLE,O INTERPOLACION UNIMODULAR 
Convexidad polinomial y dlqebras uniformes. 
En este capftulo y en el siguiente vamos a hacer reiterado uso 
de la teorfa de dlgebras uniformes, por ese motivo comenzamos es- 
te capstulo con una lista de definiciones y teoremas que estardn 
presentes hasta el final de este trabajo. Todos 10s resultados 
aquf expuestos se pueden encontrar en Stout [45 I .  
Def inici6n 2.1: 
1) Si A es un conjunto, cA nota el producto cartesiano de A 
copias de C con la topologfa producto. 
2) Si h E A , n A  es la proyecci6n de cA sobre la A-Gsima 
coordenada. 
A 3) PA es el dlgebra mbs chica de funciones continuas de C en 
C que contiene las constantes y las proyecciones r A  . 
LOS elementos de PA son llamados polinomios en A variables; 
K 
si p E P,, , p es de la forma Z , donde cada p es un 
i=l j 
- I -  
producto finito de potencias de las proyecciones 
*),. 
Ass, cuando A = {I,. ..,N) , PA es el anillo de polinomios en N 
variables comple j as. 
1) Si K es un compacto en cA , definimos la cdpsula polino- 
A 
mialmente convexa de K , K como el conjunto compacto 
i = (z E C\ : ~ p ( z ) ~  < I ~ I ,  para todo p E P*I . 
? 
K se dice polinomialmente convexo si K = K . 
2) Definimos la cdpsula racionalmente convexa de K , R-hulX K , 
como 
{z E cA : si p y q son polinomios con q nunca nulo en K . 
I p ( ~ )  I < q (2) npq-llK~ f 
K se dice racionalmente convexo si K = R-hull K . 
Es claro que todo polinomialmente convexo es racionalmente conve- 
xo. Si K C C compacto, se pueden caracterizar topol6gicamente 
estos tipos de convexidad: K es polinomialmente convex0 si y s6 -
lo si C -K es conexo; y todo compacto es racionalmente convexo. 
En dimensiones mds altas la situaci6n es mucho mbs complicada y 
no hay una clara caracterizaci6n de estos conjuntos; veamos un e- 
jemplo en c2 : si = ( e i :  r e  y s2 = {(e IB ,e - 3 9 )  . S1 
8 real) entonces S1 es homeomorfo a S2 , per0 S2 es polino- 
mialmente convexo y S1 no. 
Teorema 2.3: Si K C cn es un compacto polinomialmente convexo 
(resp. racionalmente convexo), entonces hay una base de entornos 
de K formada por conjuntos de la forma 
{z E C" : 1 p. (2) I < 1 (1 C j < S) , donde 10s p son polinomios) 3 j 
(resp. { z E ~ ~ : l p . ( z ) l  < Iq.(z)l l < j < S ,  dondep. y q sonpo- I 3 3 j 
linomios. y qj(o) # 0 , Vo E K  , Vjl) 
llamados P-poliedros (resp. R-poliedros). 
Teorema 2.4: S i  A e s  un dlgebra de  Banach conmutativa y 
I )AEA es un conjunto de  generadores de  A (como dlgebra  d e  
Banach con unidad) , entonces l a  a p l i c a c i d n  $ : X (A) + cA dada 
A 
p o r  p -r (aA (9) E s p  ah es un homeomorfismo de  X (A) sobre  
s p ( % )  , que r e s u l t a  ser polinomialmente convexo. 
Definici6n 2.5: Diremos que A es un d lgebra  uniforme (compleja) 
sobre  un compacto separado X s i  A es una subdlgebra cer rada  
d e  C ( X )  que separa  puntos y que cont iene  l a s  cons tan tes ;  muni- 
da de  norma supremo, l a  cua l  l a  conv ie r t e  en un d lgebra  d e  Banach. 
E s t a  d e f i n i c i 6 n  es l igeramente mds r e s t r i c t i v a  que l a  de  [ 1 ,  pe 
r o  preferimos e s c r i b i r l a  as5  porque es precisamente 6 s t a  l a  d e f i -  
n i c idn  que v e r i f i c a n  todas  l a s  d lgebras  uniformes que aparecen 
en e s t e  t r aba jo .  
Definicidn 2 - 6 :  Sea X C cA un compacto. 
1) Notaremos por  P ( X )  a l a  mfnima subalgebra  uniforme de  C ( X )  
que cont iene a P~ ' 
2 )  Notaremos R ( X )  a l a  mlnima subdlgebra uniforme de  C (X)  que 
cont iene  a l a s  funciones r a c i o n a l e s  p/q , con p,q E P A  y donde 
q no s e  anula  en X . 
3) S i  X C cn , A (X)  s e r d  l a  subdlgebra uniforme d e  C ( X )  forma -
d a  por  funciones que son holomorfas en XO 
Claramente si  X c cn , P(X) C R ( X )  C A ( X )  C C ( X )  ; y para  cads 
i nc lus i6n  s e  pueden d a r  ejemplos donde 6 s t a  es e s t r i c t a .  
Teorema 2.7 : S i  Y C cn es compacto, 
R - h u l l  Y . 
Teorema 2.8: S i  Y es un compacto polinomialmente convexo d e  cn, 
P(Y) = A ( Y ) .  
Observaci6n: S i  A es un d lgebra  d e  Banach compleja conmutativa, 
podemos cons iderar  v f a  teorema 2 . 4 '  que X ( A )  .. es un compacto de  
cA para algCln conjunto A ; y as5  l a  c l ausura  en C ( x ( A )  ) d e  l a  
A - 
transformada de  Gelfand de  A , (A) es P ( X  (A) , de  manera que 
mediante un morfismo de  d lgebras  de  Banach u n i t a r i a s ,  ~ / r a d  A 
es densa y plena en un d lgebra  uniforme P (XI . 
Corolario 2.9: S i  A es un d lgebra  uniforme y a = gene- 
r a n  A , entonces s p  a es polinomialmente convexo y A es i s o -  
morfa a P ( s p  a) . 
v 
Para un amplio d e s a r r o l l o  de  todas  estas cues t iones  e l  l e c t o r  pue 
- 
de  consul ta r  a 1  ya c i t a d o  S t o u t  . 
Estabi l idad  v e l  d laebra  d e l d i s c o .  
Sobre l a  t e o r f a  genera l  de  rango e s t a b l e  mucho se ha e s c r i t o  en 
10s tiltimos aiios (ve r  [ , 4  I ,  [ 4 ~ ] ,  [48]  ) ;  l a  noci6n d e  rango esta- 
b l e  fue in t roducida  por  Bass como un medio de c o n t r o l  p a r a  cier- 
t a s  propiedades de 10s K-grupos d e  un a n i l l o ;  10s r e s u l t a d o s  que 
describen la naturaleza de este tip0 de control se encuentran en- 
I 
tre 10s frecuentemente llamados resultados de estabilidad, 10s 
cuales tienen incidencia tanto en K-teorfa algebraica como en K- 
teorla topolbgica. Sin embargo, no va a ser en funci6n de la K- 
teoria que vamos a desarrollar aquf diversos conceptos de estabi- 
lidad, sin0 principalmente para establecer relaciones, en el caso 
de un dlgebra de Banach conmutativa, entre estos conceptos y algu -
nas'.~ro~iedades topolbgicas, o mSs especificamente homot6picas, 
del espectro del Slgebra y 10s ceros de sus ideales. Como y.a se 
dijo, una vieja tendencia en la teorfa de dlgebras de Banach con- 
mutativas consiste en relacionar un dlgebra con su espectro; es 
en esta direcci6n que encuadramos nuestro estudio del rango esta- 
ble. A partir de este punto de vista podemos calcular, o estimar, 
en forma relativamente sencilla, 10s rangos estables de ciertas 
dlgebras que no parecen nada fdcil de ser calculados por otros m5 
dios. 
Como veremos en la siguiente seccibn de este capftulo, la no- 
cidn de reducibilidad definida a continuacibn, va a resultar equi -
valente a la posibilidad de extender funciones continuas de un ce -
rrado del espectro de A a todo el espectro X(A); a su vez en 
4 
esta secci6n veremos que el hecho de que un unimodular sea reduci -
ble o no depende de como se relacionan entre sZ ciertos subconjun -
tos de A" . Por consiguiente obtendremos equivalencias entre a1 -
gunos de 10s conceptos desarrollados en esta secci6n y la que si- 
gue . 
Las aplicaciones posibles de esta teoria a1 andlisis se pueden 
encuadrar'en el terreno de la interpolaci6n, a cuyo respecto hay 
un claro ejemplo a1 final de esta secci6n. 
Por razones de simplicidad notaremos con letras latinas 10s ele- 
mentos de An y con letras griegas 10s de A , as$, que (a,a) E 
n 
'n+l (A) significardque ~ E A " ,  ~ E A  y Z A a i + A a = A .  i=l 
Definiciones 2.10: Sea A un anillo, 
(i) (a,a) E un+; (A) es reducible (en A) si existe x E An tal 
que a + xa = (a +x a, ..., an+xna) 'E Un(A) . 1 1  
.(ii) A es n-estable en a si todo (a,cr) E U,+~(A) es reducible. 
(iii) El rango estable de A (sr A) es el mfnimo n tal que A 
es n-estable en a , para todo a E A ; o lo que en virtud de la 
proposicidn siguiente es lo mismo; sr A < n si.y solo si todo 
(a,a) E Un+l (A) es reducible. Si tal n no existe, decimos que 
Estas nociones de estabilidad estdn dadas a izquierda, per0 se pue -
den definir de forma completamente andloga como estabilidad a de- 
recha; obviamente es indistinto para que lado se define la estabi- 
lidad si el anillo es conrnutativo. Con respecto a1 rango estable, 
4 
en 1491 Vasershtein demuestra que el rango estable de un anillo 
coincide con el de su opuesto, por lo que el nCmero sr(A) no de -
pende de considerarlo a derecha o a izquierda. Tambi6n en [491 
Se define el rango estable de un anillo sin unidad A , simplemen -
te como el de A+ , el anillo que se obtiene de A por adjunci6n 
de una unidad. 
Finalmente, dentro de la teorfa general de anillos demostraremos 
.un resultado que hace del rango estable una autentica noci6n de 
estabilidad. 
Proposicidn 2.11: Si sr(A) = m , y n > m  entonces todo b E 
Un(A) es reducible, y de tal forma que existen vi E A tales 
que (bi + vi bn)l C i  Gn-1 es unimodular y vi = O  si i > m .  
n 
 em. : b E Un (A) , es decir existe a E A" tal hue = 1, 
n 
consideremos La (m + 1) -upla unimodular b ,  b ,  + - a , corn0 
sr (A) = m , existe c E tal que (bl + clB,. . . . ,bm + cmB) E Um (A) , 
n 
donde 6 =i=g+l aibi , per0 entonces tambign es unimodular (bl+ 
clanbn,. . . ,bm + cmanbn, bm+l, .. . ,bn-l) , pues si (xj) l<je son 
tales que x.(b. +c.B) = 1 , entonces j=1 3 3 3 
.d 
De lo cual tomando vi = c a para 1 4 i < m  y vi = 0 i n 
i > m sale lo af irmado. 
Proposicidn 2.12: Sea A un anillo conmutativo. Si & E A y 
n ( 01 ) es el ideal generado por cu , consideremos p : .A + (A/( a ))" 
la aplicacidn product0 de la proyecci6n a1 cociente, entonces 
(i) (a,a) E Un+l (A) es reducible si y ~ 6 1 0  si p (a) E p (Un (A) ) . 
(ii) A es n-estable en a si y s610 si la funcidn Un(A) + 
Un (A/( a )) inducida por p es suryectiva. 
Liii) sr A < n si y ~ 6 1 0  si Un (A) + U, (A/I) es suryectiva pa -
ra todo ideal I C A (equivalentemente para todo ideal princi- 
pal de A). 
Dem.: (i) (a,a) es reducible si y s61o si existe b (2 A" tal 
-
que c = a + h a  Eu,(A) , o sea p(a) = p(c) Ep(Un(A)) 8 
(ii) es una consecuencia inmediata de (i) , pues (8.a) E Un+l (A) 
* p(a) Un(A/( a ) I ,  
(iii) es claro si uno toma ideales principales, veamos la equiva- 
lencia a tomar ideales cualesquiera; que p (a) E Un (A/I) con a 
en A" , signif ica que existe a E I tal que (a,a) E Un+, (A) , 
per0 entonces (a,u) es reducible, y por tanto --p (a) E p (Un (A) ) 
(igual que en (i) ) . 
Podemos hacer una reformulacidn de esta proposicidn, en funcidn 
de ciertos subconjuntos de A" ; si I es un ideal de A , note 
- 
mos 
H n , ~  (A) = {a E ~"/(a,a) E un+,(A) para algdn 11 , 
en caso de que I = (.ff ) simplemente escribiremos H (A) . 
nra 
-1 Es fdcil ver que si p es como antes, An, , (A) = p (Un ( ~ 1 1 )  1 .y  
-1 Un (A) + I" = p (p (Un(A) ) por lo que la proposicidn queda ass: 
(i) si a E Hn (A) , (a,a) es reducible si y s6l0 si a (2 Un(A) 
r Q 
+ ~"a, 
(ii) A es n-estable en a si y ~ 6 1 0  si . %,a (A) = Un (A) + Ana 
(notemos que la inclusi6n 3 siempre se verifica), 
(iii) sr A < n sii H (A) c U,(A) + An& para todo a E A . 
n 
Una de las posibles ventajas de este punto de vista es que la pro 
posici6n sigue siendo v6lida en el caso no conmutativo, eso ade- 
mds del hecho de que algunos resultados que relacionan U,(A) con 
Un(AJI) y que usan herramientas bastante fuertes,pueden demos- 
trarse muy simplemente en estos t6rminos. 
Es fScil ver que si A es un algebra de Banach,tanto Hn,a (A) 
corn Un(A) son subconjuntos abiertos de An , luego tambign lo 
es Un(A) + Ana ,pues es la uni6n de 10s abiertos U,(A) + a a, 
a E ; mucho mbs puede decirse en el caso conrnutativo, de mod0 
que de aqul en adelante salvo que se especifique lo contrario A 
. serd un dlgebra de Banach conmutativa. 
Lema 2.13: Un(A) + Aria es abierto y cerrado en H (A) . 
nr(Y 
Dem. : Un (A) + ~~a es abierto en An , luego lo es en H (A) . 
- n la 
Primero observemos que si b E An , a E un(A) + Aria Y fl E A 
d 
son tales que ( a,b) + fla E A' , entonces b E un(A) + Aria , 
pues a = c + h a  , donde c E Un(A) y h E An .  sf, 
Corn c es unimodular, existe r E An tal que (h,b) + fl = (c,r), 
y entonces 
Tomemos ahora ( a m )  una sucesi6n en Un (A) + An u con l f m  am = 
a E Hn (A) , c o m o  (a,,) E Un+l (A) , existe d E An y 0 E A 
I QI 
tales que ( d,a ) + fla = 1 y c o m o  A D  es abierto,  ( d , h  ) + 
@a E A' para m > mo , y por l o  r ec i6n  vis to  tambien d E u,(A) 
+ A* a , luego por i gua l  m o t i v o  a E Un (A) + An a . 
C o r o l a r i o  2.14: L a s  s igu ien tes  condiciones son equivalentes: 
1) A es n-estable en a. 
2 )  Un (A) +An, 3 H,, , (A) . 
T e o r e m a  2.15: D a d o  b E An , son equivalentes: 
1 )  b E Un(A) + An, 
2 )  E x i s t e  d E U (A) n 
y ( O )  = b y y ( 1 )  = d . 
y una curva y : [ 0 , 1  ] -+ An,, (A) t a l  que 
Dem.: 1 )  * 2 )  es claro, pues b =  d + a a  con d E U n ( A )  y 
a E A n  ; entonces ~ ( t )  = d + ( l - t ) a a E  Un(A) + A n a c H n  (A) p s  
QI 
ra todo t E [ 0 , 1 ]  es l a  curva buscada . 3 
2 )  * 1 )  . D a d a  7 : 0.1  1 + H (A) reuniendo b y d E Un (A) , 
n r a  
- es obvio que b y d pertenecen a l a  m i s m a  c o m p o n e n t e  conexa 
D de Hn,,(A) . Por  l e m a  2 . 1 3  , (Un(A) + A n a l  n D es abierto y 
cerrado en D , pero d E (Un (A) +An,) n D , por l o  que (Un (A) + 
~ " a )  n D = D , y b E Un (A) + A" a c o m o  af i r m a m o s  . 
Corolar io  2.16: A es n-estable  en  a si  y s61o s i  cads ComPo 
- 
nente de H (A) i n t e r s e c a  Un(A) . 
n,Ql 
Dem. : 
-
Sea D una componente de H (A) , y b E D , coma D 
n ,a 
es arc0  conexo e i n t e r s e c a  Un(A) , hay una curva en l a s  condi- 
c iones  d e l  teorema, por  l o  c u a l  b E Un(A) +A" a .  
Para  l a  o t r a  implicaci6n,  tenemos que H (A) = Un (A) + An a , 
nra  
y e l  r e su l t ado  se s igue  d e l  teorema, p a r t e  2) . 
~ r o p o s i c i 6 n  2.17: S i  A' + A a  es denso en  H.l,a (A) , entonces 
para  todo b E H (A) e x i s t e n  u E ( A ' ) "  y P E A tales que 
n ,a 
( u , b )  + F a  = 1 . 
Dem.: Tomemos al, ..., an, 6 en A tales que ( a , b )  + 6a = 1 . 
Por h i p d t e s i s  e x i s t e  c = v .  + r . a  E A' + A a  que aprqxima en m e  j 3 3 -
nos de r a a para  cada l < j < n  , por l o  que ( c , b )  + Sa E j 
A'  , per0 ( c , b )  + 6a = ( v , b )  + ( ( r , b )  + 6 ) a  = y E A' . 
-1 Tomando u = . v  E ( A = ) "  y 8 = 7 ( ( r , b )  + 6 )  E A r e s u l t a  
l o  afirmado. 
d 
Observemos que s i  S C A es un conjunto m u l t i p l i c a t i v o  ( o  sea 
sl,s2 E S impl ica  sl . s2 E S)' , y a E A ,  tambien es m u l t i p l i c a  - 
t i v o  e l  conjunto A 0 S + A a  = { u . s + a a : u  E A' ,  s E S y a E A ) ,  
pues 
Entonces, si T C A' +Aa! , resulta que S (T) , el conjunto multi- 
plicativo generado por T tambidn estd incluido en A' + A a ; 
luego, si para un tal T , S (T) es denso en A , tenemos que 
Hl ,a (A) C A = S(TJ C A' + A  a , y por lo tanto A es 1-estable en 
a! 
Con lo hecho hasta el momento estamos en condiciones de demostrar 
el resultado principal de esta seccibn. 
Teorema 2.18: Sea X un subconjunto compacto de C , Luego si 
A = P(X) o R(X) , A'+Aa es denso en A para todo a! E A , y 
por lo tanto vale la tesis de la proposici6n. 
En particular sr (P (X) ) = sr (R (X) ) = 1 . 
A 
Dem.: Consideremos primer0 el caso A = P(X) . ComO P(X) = P(X), 
A 
donde X es la c6psula polinomialmente conaexa de X , no hay 
p6rdida de generalidad en considerar X polinomialmente convexo. 
Probaremos que 
.a 
(aquf XO = interior de X , xC = C -X , y Za = { U  € C/a(o) = 03). 
Si zo E XC , se tiene que (z - zO) E A* . 
0 Si zO E X \ Za , tbmemos la componente conexa de z0 en XO , D. 
Entonces existe zl E aD (borde de D) tal que a (zl) # 0 , y una 
curva : O ,  C tal que y(0) = zO y ~ ( 1 )  = zl . 
AsX, z - 7 es una curva en HI,. (A) que conecta z - z0 con z - zl. 
D e  forma andloga z - zl se conecta en HI,, (A) Con z - z2 Pa- 
ra algtin z2 X : como z - z 2  es i n v e r s i b l e  en A , por  teore-  
m a  2.15 tenemos que z - z0 E A' +Act. Y obviamente C, C A' + A,. 
E s  c l a r o  que S(T) e s  denso, y por  l a s  observaciones a n t e r i o r e s ,  
S ( T )  C A' + A a ,  luego e s t e  tiltimo conjunto es denso como afirma- 
ramos. 
E l  caso A = R ( X )  es s i m i l a r ,  tomando 
Corolar io  2.19: E l  dlgebra .del  d i sco ,  P (i) t i e n e  rango e s t a b l e  
uno. 
La vers i6n  t a n  s impl i f i cada  de  e s t e  teorema, que hace hincapie' 
en e l  a n d l i s i s  a lgebra ico ,no  f u e  l a  primera que obkuvimos. E l  
hecho de que e l  rango e s t a b l e  d e l  d lgebra  d e l  d i s c o  P ( Z )  f u e  -
ra uno, e r a  d e  sospecharse a p a r t i r  de  que e l  d lgebra  de  funcio- 
nes en te ras  en C ,O (C) t i e n e  e s a  propiedad (ver[ 421 - P e t e r  Jones, 
Donald Marshall y Thomas Wolff demuestran de  mod0 to ta lmente  ana l$  -
tic0 que sr P (x) = 1 en [ 261 , almismo tiempo que encontrdbamos 6 s t a  
4 
y o t r a s  pruebas de  e s a  igualdad (12 I ,  l a  pr imera d e  las c u a l e s  re 
producimos aqu l  a cont inuaci6n 'por  dos motivos: en  primer l u g a r  
es to ta lmente  a n a l f t i c a ,  y aunque mds complicada que l a  demostra- 
c idn a n t e r i o r ,  es muy elemental ,  a p a r t e  de  proveer  e l  germen p a r a  
e l  teorema 2.39 , que veremos mSs ade lan te ;  en segundo l u g a r ,  de- 
muestra construct ivamente que s i  f , g  E P ( ~ )  y I f 1  + Igi  > O ,  
' ex is ten  a ,b E P ( X )  t a l e s  que af + bg = 1 . Demostraciones 
const ruct ivas  de '  que 10s carac te res  d e  P (h )  son exactamente l a s  
evaluaciones en puntos de  h se pueden encontrar  en [ 6 1 , [ 8 1 , 
Y r191. 
Teorema 2 . 2 0 :  E l  Slgebra d e l  d isco  A t i e n e  rango e s t a b l e  uno. 
Dem. : En l o  que s igue  podemos suponer agl = 1 (g E A) . 
-
1) Existe  zl E s1 t a l  qua (z - zl,g) es reducible.  Como 10s 
polinomios forman una sub6lgebra densa en A , e x i s t e  un polino- 
mio p t a l q u e  i p - g l < 1 / 2 .  Luego, lp/npU - gl  < 1 , pues 
Llamemos q = p/Ppl . Luego, podemos e l e g i r  un zl en s1 t a l  
que lq(zl)  l = llql = 1 . Rotando adecuadamente podemos suponer 
que zl = 1 . Veamos que f n ( z )  = ( ( Z  + 1 ) / 2 ) ~  q ( z )  alcanza s u  
norma linicamente en e l  punto z = 1 para  todo n na tu ra l .  S i  
z # l  
Ahora, elijamos n de mod0 tal que fA(1) = (n/2)q(1) + q' (1) # 0. 
Probemos que (z - 1, g) es reducible. 
Pongamos 
De la identidad (z - l)v(z) + ( (z + 1)/2)" q (z) = q (1) , y observan- 
do que v E A' y que I q ( 1 ) l  = 1 , es claro que (z -1,q) es 
reducible. Consideremos ahora 
Luego, Ill-q(l)l = U((z+1)/2)~(~-g)l c l(z+l)/~)~llq-gl = 
Dq-gll < 1 , y como Iq(1)l = 1 , resulta que 1 E A' y entonces 
(z - 1 ,g) es reducible. 
2) Existe z0 E A\Z (aquf Z nota 10s ceros de g en 4) tal 
9 g 
que (z -zO,g) es reducible. Por lo recign hecho, existe h E A, 
u E A' tales que (z - 1) + hg = u . Como A' es abierto 
para n 2 no . Es suficiente tomar z0 = 1-l/no - 
3) Para todo a E -A\ Z g ' (2 -a,g) es reducible. 
(i) Si a E A\ Z , hay un entorno U, de a con la siguiente 9 
propiedad: s i  IJJ E Ua , e x i s t e n  h E A , u E A' tales que 
( z - a ) +  hg = ( z - w ) u  . Dado O < € < 1  , t a l  que l a  bola  a b i e r t a  
de c e n t r o  a y r a d i o  E  e s t d  contenida en A , e x i s t e  0 < 6  < E  
t a l q u e  I w - a l  < E  Ig(w)l si  I w - a l  < 6  
S i  l z - a 1  > E  , tenemosque l z - a l  > I ( w - a ) / g ( w ) I I g ( z ) l ,  luego 
l a  funcidn 
no t i e n e  ce ros  en l z - a 1  > E , y en l z - a 1  < E  t i e n e  un s o l o  
cero  por  e l  teorema de Rouchg [ 291 . Pero b ( w )  = 0 , l o  que i m -  
p l i c a  que b ( z )  = (z - a ) u ( z )  , con u E A' . 
(ii) Dados a ,  j3 E A\ Z , pondremos a - f l  s i  e x i s t e n  h E A , g 
u E A' t a l  que 
E s  f s c i l  v e r  que - e s  una r e l a c i d n  de  equ iva lenc ia  en  * \ Z g  . 
Por (i), - e s  a b i e r t a ,  luego como A\ Zg es conexo, hay una bni- 
ca  c l a s e  de  equivalencia. 
Ahora, por  2 )  e x i s t e  un z0 E A\ Z t a l  que 9 
donde 1 E A y v E A'.  
Por (ii), s i  a E A\ Z , para  algunos h E A , u E A' 9 se t i e n e  
(z -a )+  hg = ( 2  - z 0 ) u  , y entonces  
con l o  que (z  -a  ,g) r e s u l t a  r educ ib le .  
4 )  Dado c u a l q u i e r  polinomio p t a l  que Zp n (sl u Zg) = @ , 
(p,g) es r educ ib le .  S i  
a e zg , por 3)  tenemos que (z  - a ,g)  es r educ ib le .  En o t r a s  pa- 
l a b r a s ,  ( z  - a , g )  es r e d u c i b l e  si  a @ s1 U Z . 
n g 
Sea p el  t a l  polinomio, luego p ( z )  = h .g ( z  - a .) , p a r a  a lgu-  
3 -1 3 
nos h E C  y a j @ s 1 U Z  1 . n .  Sean h . E A ,  u € A *  g 3 j 
n 
t a l e s q u e  ( z - a . ) + h . g = u  ( j = l , . . , n ) .  Luego A ' 3 h I I  
3 3 j u = j=l j 
n n A njZl [ (z  -a  . I +  h . g l =  x n ( 2  - a  . I +  ~g = 3 3 j=l 3 
con H en A . Es to  prueba l o  afirmado. 
I f  l + I g l  > 0 , entonces  (f , g )  es r educ ib le .  
Vfa una t ransformacidn de Moebius adecuada, podemos suponer s i n  
perdida de  gene ra l idad  que g (0)  # 0 . 
Consideremos V = f/sl y r  = g / ~ l  
- - 
, es c l a r o  que *9 + 77 E 
c (sl) * (donde ? = con jugado d e  'P y c (sl) es e l  d l g e b r a  u n i f o r  
-
m e  de  funciones con t inuas  de  s1 e n  C)  ; luego ( P r r  U2 (C (sl)) 
1 y como por 149 1 , theorem 7 ,  sr C (S ) = 1, e x i s t e  f i  E c (sl) t a l  
que 9 + ~r E c (sl) - 
-1 Por e l  teorema de  Stone -Weiers t rass  10s polinomios en z  y z  
1 
son densos en C(S ) , y entonces e x i s t e n  polinomios p,q t a l e s  
que p +q (con i ( z )  = q(z- l ) )  e s t S  l o  suf ic ientemente  ce rca  de  
0 como para  que 
Ahora, s i  n  = grado de  q  , l a  funcidn 
se puede extender  a una funci6n d e l  a lgebra  d e l  d i s c o  
donde r E A ; y como e s t a  funci6n no t i e n e  c e r o s  en S' , e x i s t e n  
u E A' y un polinomio s s i n  ce ros  en {z  E C : l z l  2 1) t a l e s  
que znf + r g  = u. s . 
E s  c l a r o  que s no s e  anula en Z , y por 4 )  y e l  hecho de  que g 
g ( 0 )  # 0 , (zn,g) es reducib le ,  con l o  c u a l  e x i s t e n  c E A , 
v E A *  t a l e s  que zn + cg = v , y as5  
~uevamente  por 4 ) ,  ( s ,g )  e s  r educ ib le ,  o  sea e x i s t e  d  en A 
t a l  que s + dg E A ' . Entonces 
eomo muestra una f d c i l  cuenta.  Lo que prueba e l  teorema. 
Veamos una a p l i c a c i 6 n  de este teorema, si K C S' es un compacto 
de  medida l i n e a l  nula ,  e l  teorema d e  Rudin - Carleson (ve r  [45 1 , 
pbg. 204) nos d i c e  que si  f E C (K) , e x i s t e  F en e l  d lgebra  d e l  
d i s c o  A que ex t i ende  a f , luego si f E C ( K )  tenemos F E A" 
t l a  que F I ~  = f . E l  teorema a n t e r i o r  nos d i c e  que s i  f E 
u n ( C  ( K )  ) tambign podemos e l e g i r  F E Un(A) , pues s i  g E A es 
t a l  que sus  c e r o s  son exactamente e l  conjunto K ,  y H ext iende  
a f E U n ( C ( K ) )  , se t i e n e  que (HI,  ..., Hn,g) E Un+l(A) , luego 
e x i s t e n  bl , . . ,b en A tales que 
r 
y 6 s t a  e s  l a  F buscada, puesto que 
E s t a b i l i d a d  en 6 lgebras  de  Banach conmutativas.  
En l o  que s i g u e  estudiaremos l a s  nociones de  e s t a b i l i d a d  en 
e l  context0 de  Slgebras  conmutativas, aqul  l a  transformada d e  Gel- 
fand y algunas conocidas r e l a c i o n e s  e n t r e  e l  d lgebra  y su  e s p e c t r o  
jugardn un papel  c r u c i a l .  Como ya sabemos, sr (A) G n s i  y s o l o  
s i  l a  ap l i cac i6n  Un (A) -+ Un ( A / I )  inducida por  l a  proyecci6n na tu  -
ra l  A + A / I  . es sobreyect iva  pa ra  todo i d e a l  I C A ( o para  
W i d e a l  principal), mbs podemos decir en la situacidn que nos 
ocupa. De aquf en mds, y salvo que se especifique lo contrario, 
A y B ser%n dlgebras de Banach complejas conmutativas. 
Por lema 1.20 obtenemos la igualdad U,(A) + (rad A)" = Un(A) 
para todo n natural, de lo cual se deduce mediante una fdcil 
cuenta que (a,o) E Un+l(A) es reducible si y s610 si lo es 
- Cy (a, a) E Un+l (A/rad A) , y consecuentemente sr A = sr (A/rad A), 
por lo que el estudio del rango estable de un dlgebra cualqniera 
se reduce inmediatamente a1 de un dlgebra semisimple. 
Lema 2.21: Son equivalentes 
(i) sr A =G n 
(ii) Para todo ideal cerrado I c A , 8 : Un (A) + Un (A/I) es so- 
breyectiva. 
Dem.: (i) * (ii) es obvio. 
- 
(ii) * (i) dado (a,, . . . ,an+,) E Un+l (A) , tomemos I = ( awl,) , 
luego podemos encontrar (bl, ..., b ) E U, (A) tales que bi - ai n 
E I (1 <i Cn) . Como Un(A) es abierto, existe e < 0 con la 
propiedad de que si c E A" y ibi - cil < e (1 C i .in) entonces 
cEUn(A) . Asl, existen x x n E A  con Obi-ai-xia n+l I 
-< E (1 < i Cn) , y por lo tanto 
c = (al + xl an+l,...,an + xn a E Un(A) . n+l 
Notemos que de la demostraci6n se desprende que basta tomar idea 
les cerrados generados por un elemento. 
Lo mismo que en el lema pasa con las versiones mds localizadas de 
reducibilidad y de n - estabilidad, es decir (al, . . . , an+l) E Un+l (A) 
es reducible si y s6lo si la clase de (al,...,a ) pertenece a 
n 
la imagen de 8 : Un (A) + Un (A/( an+,) -1  - 
En lo que sigue, r0 (U) notard el conjunto de componentes conexas 
de U , y [u] serd la componente conexa de u E U ; obviamente 
una aplicacidn continua h : U + U' induce una funci6n ro(h) : 
rO (U) +uo (U') . En este trabajo aplicaremos este funtor s6lo a 
subconjuntos abiertos de espacios de Banach, con lo que r0(u) 
coincide con las componentes arc0 conexas de U . 
Tomemos (a,a) E Un+l (A) , queremos saber si es reducible, lo que 
L1 
equivale a que la clase de a en ~/(a) - (notemosla a) , perte- 
nezca a la imagen de la aplicacidn 8 : U (A) + un ( A  a ) , luego 
por las propiedades de fibraci6n de esta funcidn (ver lema 1.6) r 
.y 
resulta que a E im 8 si y sblo si existe g E im 8 que est6 
5 
en la misma componente conexa que a (en un A /  a - 1  , es deoir 
si [; ] €  im ro(8) . 
Obtenemos entonces una versi6n homotdpica de la proposici6n 2-12 
que resultard 'de suma utilidad mds adelante (comparar con corola- 
- rio 2.16). 
Teorema 2.22: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. Luego 
- 
(i) (a,a) E (A) es reducible si y ~ 6 1 0  si a] pertenece a 
la imagen de no (8 ) : TO (Un (A)) + To (Un (A/( a )-) ) 
(ii) A es n - estable en a si y sdlo si la aplicaci6n 
z O  (un (A) ) + r U A a - 1  ) es suryectiva. 0 n 
(iii) sr (A) G n si y 8610 si r O  (Un (A) ) + rO (Un(A/I) ) es sur- 
yectiva para todo ideal de la forma (a)- . En particular, si 
U (A/I) es conexo para todo tal ideal, sr (A) < n . 
n 
De esta forma, el problema de reducibilidad se transforma en un 
problema de homotopfa concerniente a las componentes conexas de 
10s conjuntos de elementos unimodulares, y de aplicaciones entre 
ellos. Lo destacable de este punto de vista es que el funtor 
r0 , vfa 10s trabajos de Novodvorkii, Taylor y Roeburn no depende 
en realidad del dlgebra en cuestidn sin0 del tip0 de homotopfa de 
su espectro. Como ya se dijo, la transformada de   elf and induce 
una biyeccidn natural entre no (Un (A) ) y [ X (A) ,c:] . 
- Es inmediato que C: es homot6picamente equivalente a s ~ ~ - ~  - 
2 {z E cn: lzll + ... + 1zn12 = 1) , y por lo tanto hay una equiva 
- 
lencia homot6pica C (X (A) ,c:) * C (X (A) , S 2n-1) , hecho iste que a- 
parece veladamente en corolario 1.22; en particular [ X (A) ,C:I
se puede identif icar con [ X (A) ,S 2n-1] , de mod0 que si f E 
., 
C (x,c:) , [ f ] lo vamos a pensar indistintamente en [ X,C: ] o en 
Ahora, si (a,.) E Un+l(A) , la aplicaci6n 0 junto con la trans -
formada de Gelfand nos dan el siguiente diagrama conmutativo 
con 2, = hull( 3 - = X (A/( a) -) , donde en virtud de la discu- 
si6n previa,las flechas horizontales son fibraciones de Serre y 
las flechas verticales son equivalencias homot6picas. A su vez 
este diagrama induce a nivel de 10s ro otro diagrama conmuta- 
tivo 
con biyecciones en las flechas verticales. 
^ notamos la transformada de Gel A partir de lo dicho, si por .
- 
fand, y haciendo todas las identificaciones necesarias, tendre- 
es reducible si y ~ 6 1 0  si la clase de 
A 
homotopla [ a 1 Z,] en [ z,c:] proviene de la restriccidn de a1 
-
gtin elemento de [X(A) ,c:] . Hagamos aqul un alto para hacer 
un breve comentario, el teorema de Borsuk ([ 341 ,pSg.56) nos di- 
A 
ce que una funcidn dada u E[a12,] se puede extender a un ele 
-
A 
mento- de C (X (A) ,c:) si y s61o si la clase [ U 1 = a1 Z,] se 
puede extender a un elernento de [X(A) ,C:I ; de esto Y 10 ante- 
A 
rior resulta que (a,,) es reducible si y s6lo si a1 Z, se 
puede extender a X (A) , es decir si existe f E C (X (A) ,c:) tal 
A 
que flz, = al~, . En realidad, el teorema de Borsuk es un caso 
particular del lema 1.16, tomando A = C(X(A)) y B = C(Za) ; su 
mencidn aquZ responde dnicamente a la intencidn de destacar c6mo 
el problema de reducibilidad se transforma en un problema cldsico 
de extensidn de funciones continuas. 
Es inmediata la siguiente 
Proposicidn 2.23: (a,a) E Un+l (A) 
A A 
si (a,a) es reducible en C (X(A) ) . 
es reducible en A si y sdlo 
A 
Dem.: Existe f E C(X(A),c:) tal que flZ = alZa si y sdlo si 
- a 
A 
existe f E C(X(A) ,c:) tal que fl Zo; = a1 Zo; , pues Za = Z; . 
Corolario 2.24: (a,a) E Un+l(A) es reducible en A si y ~ 6 1 0  
si para todo dlgebra de Banach B 3 A tal que X(A) = X(B) , (a,a) 
es reducible en B . 
Para nociones mds globales tenemos 
~roposici6n 2.25: 1) A es n - estable en a si y ~ 6 1 0  si pa: 
IX(A) ,S 2n-ll -+ [ za,S 2n-1] ef suryectiva. 
2) sr A < n si y s6lo si P, es suryectiva para todo a E A . 
Corolario 2.26: Las siguientes condiciones son equivalentes: 
i) Un(A/I) es conexo para todo ideal cerrado I ; 
ii) Wa,S 2n-1] es trivial para todo a E -A ; 
iii) sr A < n y Un (A) es conexo; 
iv) s r A < n  y [X(A),S 2n-1] es trivial. 
Corolario 2.27: sr A < sr C(X(A)) . 
A estas alturas uno podrla preguntarse qu6 tip0 de invariante es 
el rango estable en un dlgebra de Banach conmutativa A . De to 
-* 
do lo dicho hasta ahora se desprende que el rango estable, una 
nocidn a priori meramente algebraica, en realidad depende ~ 6 1 0  
del tip0 de homotopfa de 10s pares (X(A) ,hull I), donde I es 
un ideal cerrado, que puede tomarse de la forma (A,)- 
Pero antes de pasar a1 concept0 global, detengdmonos un poco en 
la versidn mbs localizada que se asocia naturalmente a este tipo 
de estabilidad, es decir, la noci6n de reducibilidad. La siguien -
te proposici6n, de cardcter puramente prdctico, nos provee una 
serie de formas explfcitas de chequear si un unimodular dado es 
reducible o no. 
Proposicidn 2.28: Sea A un Slgebra de Banach. Las siguientes 
condiciones para (a,&) E Un+l (A) son equivalentes: ' 
1) (a,a) es reducible; 
2) existe b E Un(A) y f i  E A tales que 2 bjai + 6 a = 1 ; 
A 
3) existe b E Un (A) tal que b. a (Z,) C 1.2 E cn :X zi = 11 (donde 
b.a = (bla1,...,bnan)E A"); 
- 4) existe b E Un(A) tal que b.a(Z,) no separa el "0"  del - 
(en cn) ; 
A A 
5) existe c E Un (A) tal que a = c en la ; 
6) existe fm E C (X (A) ,c:) = Un (C (X (A) ) tal que 
A 
If, - a1 + 0 cuando m +-(donde i f 1  = sup { I f ( h ) l :  h E Z,)). 
za za 
Dem.: 1) 2 .  Existe x E A" t a l  que a + x a €  Un(A) , por 
-
n 
eso alcanza con tomar b E Un (A) t a l  que igl bi (ai + xis) = 1 
y B =zbixi . 
2) *3). S i  zbiai + /3a = 1 , se t iene que para h E Z, : 1 = 
2: h(bi)h(ai) + h(B)h(a) = zh(bi)h(ai) = c a ( h ) .  
3) * 4 ) .  Trivial .  
4 )  -1). Sea A r = sup (Bzll; z€b.a(Z,)) + 1 , y elijamos rp : 
- [ 1/2,1] + cn - b.a(Z,) continua t a l  que 9(1/2) = ( r , O ,  . . . , O )  y 
PI1)  = (0,. . . ,0)  . Definamos ahora l a s  siguientes curvas Yl : 
0 ,  C . Y2 : [ O , ~ ] + C ~  dadas por: 
(s (t) , t E [1/2,11 
Debemos probar que (b. a ,  at) es reducible en A , y por l a  discu- 
- 
sidn previa basta con mostrar que b.a/Za es  homotdpicamente nu- 
n A l o  en C(Z,,C,) . Para esto, definimos F(h , t )  = yl(t.) b.a(h) - 
y 2 ( t )  ; es claro que F es una homotopfa entre  b% y l a  cons- 
tante (r, 0, . . . , 0)  ,por lo que s610 f a l t a  ver que F (h, t) € C: para 
A y = ( r , O , . . ,  0 > !b.a(h)l para todo h E Z, ; s i  1 / 2 < t <  
2) 1 Notemos que /3 = z bici ' para algunos ci E A , por l o  
cual bi (ai + cia) = 1 . 
1 5 Tomemos x E A" t a l  que c = a + xa E Un (A)  , claramente 
A LL 
a = c  en Z . 
a 
A 
5) *6). Basta tomar fm = c (m E N). 
A A 
6 )  -1). Por proposicidn 2.23 es suficiente con ver que (a,,) 
A A 
es reducible en C (X (A) ) . De 6) es claro que Ft . = a  + t (fm - a) 
A 
define una curva en Hn (C (X (A) ) ;a) para m suf icientemente 
grande, pues ~ ~ ( h )  # O  en cn si h E Z, y m es tal que 
A 
tS en la componente conexa del unimodular fm en H, (C (X(A) ) ;a) , 
A 
lo que significa que [ a] est5 en la inagen de un(c(X(Af 1 )  + 
A 
Un (C (X (A) )/I) , donde I es el ideal cerrado generado por a ; 
A A 
luego (a,a) es reducible. 
Cuando el dlgebra en estudio es C(X),con X un compacto separa 
- - 
do, el rango estable estd completamente caracterizado por la di- 
mensidn topol6gica de X . Hay varias formas de definir dimen- 
siones en un espacio topoldgico normal, no todas ellas equivalen 
-
tes entre sf; quiz5 la mbs conocida es la dada mediante el uso de 
cubrimientos con ciertas propiedades especiales, derivada de una 
conjetura de Lebesgue que inicialmente prob6 Brouwer;es esa di- 
mensidn la que vamos a tomar aquf,con una definici6n. que, aunque 
distinta, resulta ser equivalente. Diremos ademds que varias de 
las dimensiones usuales coinciden si X es un espacio m6trico 
separable. 
Definicidn 2.29: Sea X un compacto separado. 
La dimensi6n de X (dim X) es el menor nhero natural n tal que 
para todo cerrado Z C X , y toda funcidn continua f : Z -* sn , e- 
xiste una funcidn continua F : X + sn tal que FIZ = f . 0 lo 
* 
%. . 
que es igual, el mfnimo n tal que la restricci6n 
es suryectiva para todo cerrado Z C X . 
Si tal nfimero no existe diremos que dim X = - . 
Para un sistemdtico desarrollo de la teorfa de la dimensi6n el leg 
tor puede recurrir a 125 1 ,  [33 1 ,  6 [34 1. Aquf enunciaremos unos 
pocos resultados, someramente y a medida que 10s vayamos usando; 
por e jemplo, es f dcil ver que si existe n tal que [ x ,sn] + z ,sn] 
es suryectiva para todo cerrado Z C X , entonces lo mismo pasa 
con cualquier m > n . 
El siguiente teorema es hasta donde yo s6, el primer resultado que 
relaciona el rango estable de un 6lgebra de Banach conmutativa con 
la topologfa de su espectro. 
Teorema 2.30 (Vasershtein): Si X es un compacto separado, 
sr C(X) = [dim X/2] + 1 y sr CR(X) = dim X + 1 , 
donde CR(X) es el algebra de funciones continuas a valores reales 
con norma supremo, y C(X) es como siempre, lo mismo per0 a valo- 
res complejos. Aquf [q] denota la parte entera de q . 
Dem.: Primero tomemos C(X) , por proposicidn 2.25 sr C (XI( n 
si y s6lo si [X,S 2n-l1 -+ 1 Z,,S 2n-11 es suryectiva vu E C(X) , 
per0 como cualquier cerrado de X es el conjunto de ceros de al- 
gCin a E C(X) , esto equivale a que dim X = d 6  2n - l , o lo 
que es i g u a l  [ d/21+ 1 ( n ; luego sr C ( X I  = [ d/2] + 1 . 
La demostracidn es completamente andloga p a r a  C R ( x )  , observan- 
do que pa ra  6 s t e  6 lgeb ra  r e a l  en p a r t i c u l a r ,  s u b s i s t e  mucho d e  
l o  dicho h a s t a  e l  momento pa ra  d lgeb ras  complejas,  simplemente 
cambiando C: por  R: S2n-l Par sn-I . D e  mod0 que 
sr CRS(X) < n s i  y 5610 s i  d c n -1 , y entonces  sr C R ( X )  G d  + 1- 
Recordamos que 10s c e r o s  d e  10s i d e a l e s  d e  A son 10s c e r r a d o s  d e  
X(A)  en l a  l lamada topo log fa  h u l l - k e r n e l ,  y que A se d i c e  re- 
g u l a r  s i  l a  t opo log fa  d e  Gelfand y l a  t opo log fa  h u l l - k e r n e l  c o i n  
- 
ciden.  
Coro la r io  2.31: Sea A un d lgebra  d e  Banach conmutativa.  Enton- 
ces sr A < [ dim X(A)/2] + 1 , y s i  A es r e g u l a r  v a l e  l a  i g u a l -  
dad. 
Dem.: (0 s a l e  combinando c o r o l a r i o  2.27 con e l  teorema a n t e r i o r .  
t a l  
P a r a  l a  o t r a  des igua ldad  en e l  caso  r e g u l a r ,  notemos que p o r  l a  
misma d e f i n i c i d n  de  dimensibn, e x i s t e  un c e r r a d o  Z C X ( A )  
que I x ( A ) , s  2n-1] + [ Z , S  2n-1] no es s u r y e c t i v a  p a r a  n < 
[dim X ( A ) / ~ ]  + 1 ; como e x i s t e  un i d e a l  I C A t a l  que h u l l  I = 
Z , obtenemos a s f  que Un(A) + U,(A/I)  no es s u r y e c t i v a , ~  conse  
-
cuentemente sr A > n . 
O t r o s  d e l o s  r e s u l t a d o s  c l d s i c o s  d e  t e o r z a  d e  l a  dimensidn que u s 5  
remos,son 10s s i g u i e n t e s :  s i  Z es un c e r r a d o  d e  X y dim X 6 
n , entonces dim Z 6 n ; y si dim X 6 n , entonces [ x,sm ] = * 
(es trivial) para todo m > n . 
Corolario 2.32: Sea a E A . Luego , A es n - estable en a para 
todo n $ [ (d + 1) /2 1 + 1 , donde d = dim Z, . 
Dem: La desigualdad anterior equivale a d < 2n - 1 , lo que 
-
implica la trivialidad de [ Za,S 2n-l1 - 
Como hemos visto en proposici6n 2.11, si A es n -estable en a 
para todo a E A , entonces A es (n + 1) - estable en para to -
do A . Veremos con un ejemplo que esto no se sostiene en ge 
13 
neral si las palabras para todo son omitidas. Tomemos A = C(S 1, 
y f E A  talque Zf = S" C s13 , entonces A es 4 -estable 
en f , porque [ zf,s7] = I S",S~I es trivial. Pero A no es 
9 
5 - estable en f , pues [X(A),S~] = [ s ~ ~ , s ~ I  = 0 , Y [zf,s 1 = 
1 s ~ ~ , s ~ ]  = Z2 , luego [ X (A) ,s9] -+ [ zf,s9] no puede ser suryecti -
va (ver [ 241 , filtimo capltulo, para 10s detalles) . 
Teorema 2.33: Sea R un espacio compacto separado y E C R un 
subconjunto cerrado. Si dim (R - E) 6 n . toda f : E + sn continua 
se puede extender a R . 
La demostraci6n se puede encontrar en [34, pbg.54 1 . En teorema 
2.18 demostramos que si X es un compacto de C , sr , P ( X )  = 
sr R(X) = 1 ; lo mismo vale para A (X) cuando X es un compacto 
adecuado. En [ 2  ] Arens pr~eba~entre otras cosas, que el espectro 
de A (X) es X . 
Teorema 2.34: S i  X C C e s  un compacto de i n t e r i o r  conexo, 
sr A (X) = 1 . 
Dem. : Supongamos primer0 que X es conexo. Dado ( f  ,g)  E 
-
U2 (.A(X)) , veremos que ( f  ,g) es r e d u c i b l e  en C ( X I  . S i  g 0, 
f  es i n v e r s i b l e  y no hay nada que probar .  S i  g # 0 , y por  XO 
- 
notamos e l  i n t e r i o r  d e  X , tenemos que 2- n XO es c e r o  dimen- 
- Y - 
s iona l ;  por teorema 2.30 C (x0) es 1 - e s t a b l e  en g l  XO , luego 
- - 
0 
e x i s t e  una ex tens idn  cont inua F : X + C, d e  f  1 Z n XO . E s  
- 9 
0 c l a r o  que l a  funcidn H : X U Z + C d e f i n i d a  como 
9 
- 
1 F(x)  , s i  X E X  0 H (x) = 
es continua. 
- 
0 La dirnensidn de  X - ( X  u Zg) es a l o  sumo 1 , pues s i  f u e r a  2 
t e n d r l a  i n t e r i o r  no vacfo [ 34. pdg.981 , l o  c u a l  es obviamente 
- 
0 f a l s o .  Entonces H E C ( X  U Z ,C,) t i e n e  una ex tens i6n  K E 9 
C(X,C,) por e l  teorema a n t e r i o r .  
S i  X es disconexo, s61o debemos n o t a r  que a E Un+l (C (x) ) e s  
reducible  si y s610 s i  a l X O  'n+l ( C ( X O ) )  es r e d u c i b l e  para  toda  
componente conexa Xo C X , y que s i  X: = 0 , dim Xo 4 1 . 
E s t e  t i p o  de t s c n i c a s  que hacen f u e r t e  uso  de  t e o r f a  d e  l a  dimen- 
s i 6 n  son t l p i c a s  d e  l a  s i t u a c i 6 n  que nos ocupa; e l  s i g u i e n t e  teo- 
. rema, el cual puede tomarse como la versi6n n dimensional de 
teorema 2.20, es un claro ejemplo de lo dicho. 
Consideremos Bn 2 2 = {z E cn: lzll + ... + lznl C 1 } . Si D 
es un subconjunto de cn , aD notard el borde de D con res- 
pecto a cn . 
Teorema 2.35: Si X = in 6 Bn , sr P (X) G n ... 
Dem.: Vamos a hacer la demostracidn para in , pues salvo algcn 
-
detalle tgcnico menor, la demostracibn para Bn es exactamente 
la misma. 
Tomemos (f ,a) E Un+l(P (in)) ; si a 0 se tiene que f E 
Un (P (in) ) y no hay nada que probar, por lo que podemos suponer 
a f 0 . Veamos que dim Za < 2n-2 , sabemos por 1221 que 
dim(Za n C 2n - 2 , por lo que basta con probar que dim(zan abn) 
n n 6 2n-2 . Sea T = Za n , si dim T = 2 n - 1  = dim a b  , por 
ser adn una variedad topolbgica,tendrfamos que el interior de 
T respecto de abn , int T serfa no vacfo (ver [251,pSg.46); 
luego existen zO E T y 6 >O tales que V6 n abn c T , 
0 donde V, = {z E cn: lzi-zit < 6 , 1 C i C n )  . 
0 CORO zo E abn , existe un K tal que lz,l = 1 , entonces si 
A\ 
n-1 0 
w = ( w ~ # . . ~ ~ W  K-1' %+lr w n ) E d . .  es tal que I w  -z.l < 6 j I 
para todo j entre 1 y n distinto de K , definimos 
Entonces a1 se puede pensar como un elemento del dlgebra del 
LW 0 disco, el cual verifica que si z E S' y I z -zKI < 6 , a (u1,. . 
. . ,W K-l,~,~K+l ,..., w ) =a1 ( z )  = 0 , de donde dim(Za n ) > I ,  
LW I LY 
y cow, todo elemento no nulo del dlgebra del disco tiene un con- 
junto de ceros de dimensi6n cero, resulta que a = 0 . Esto I Lo 
0 nos dice que si z E in y lz -2.1 < 6, l < j < n  , j # K se j I 
tiene que a(zl, ... 2,) = 0 sin ninguna restriccidn sobre zK . 
0 Luego Za # @ , lo que es falso pues a # 0 . 
Corolario 2.32 nos dice entonces que P (xn) es m - estable en 
a , para todo m > [ 2n i2 +I1 + 1 = n , y como a es arbitrario, 
obtenemos que sr (P (xn) ) < n . 
Tambisn vale la otra desigualdad, como establecemos en una forma 
ligeramente mbs general, en el siguiente teorema. 
Teorema 2.36: Sea X C cn un compacto polinomialmente convex0 
de interior no vaclo. Entonces sr P (X) > [ 11/21 + 1 . 
Dem.: Sin perder generalidad podemos suponer que X 3 Bn., pon- 
-
gamos L = [n/2] . Luego, afirmamos que 
no esreducible (donde zi son las funciones coordenadas). 
T 
lJ 
Que es unimodular es claro, pues si g(z) = (kzl 22K-1 Z2K 1 - 1  
Si fuera reducible, z / ~ ~  = (z1,~3,*-,z ) / 2L-1 zg se podrla exten- 
- 
der a una funci6n continua F E C(X,C~) : para ver que esto no 
- 
puede pasar, restrinjSmonos a1 conjunto T = {z E En: z = z 2K 2K-1 
2 
para 1 < ~  <L) , entonces ( ~ , g ) / ~  queda (z1,z3,-* ,z2L-1, lzlI 
de S~L-1 en C: que por teorfa general de homotopfa,no se puede 
extender a todo 
(" denota homeomorf ismo) . 
Corolario 2.37: Si X = En o Bn , entonces 
[n/2] + 1 < sr P (X) < n . 
Dem.: Es una simple combinacidn de 10s teoremas anteriores. 
Corolario 2.38: Si A es un algebra uniforme con X (A) C cn , 
X(A) O # 4 y A 3 P (X(A) ) , entonces sr A > [ 11/21 + 1 . 
u 
Dem.: Sale del teorema notando que zi E A , l < i t n  . 
~ u n c i o n e s  holomorfas acotadas.  
En 1121 conjeturamos que e l  dlgebra  EP" d e  funciones holomor 
-
f a s  y acotadas en e l  d i sco  a b i e r t o  A t i e n e  rango e s t a b l e  uno, 
e s  dec i r  que s i  f , g  E IP y If1 + Igf > 6 1 ,  para  a l g h  61 > 0 ,  
e x i s t e  h E H' t a l  que I f + hgl > 6 2  para  algdn 6 > 0 . Es 
-
te  problema, que abn permanece ab ie r to ,no  parece  nada f b c i l ,  pues 
en c i e r t o  s e n t i d o  es un ref inamiento d e l  muy d i f l c i l  teorema de  
l a  corona (ver  [18]  ,p6g.201, o [ 211 ,pdg.323) . E l  teorema de  l a  
corona afirma que (f18.. . . fn)  E Un(WD) s i  y ~ 6 1 0  s i  e x i s t e  
6 > O  t a l q u e  l f l l  + ... + I fn [  > 6  ( n o t a r  que W con norma 
supremo es un 6 lgebra  de  Banach). Uno de  10s motivos que nos l l e  
- 
va a c ree r  que s r ( I Y )  = 1 es e l  s i g u i e n t e  teorema. 
Teorema 2.39: Sea ( f  ,g) E U 2  (Hw) y supongamos que f per tene-  
ce a 1  dlgebra d e l  d i sco .  Entonces, ( f , g )  e s  reducib le .  
La demostracidn de  este teorema e s t d  fuer temente basada en un t ra  -
ba jo  de D.J.Newman usado por L.Carleson pa ra  probar  s u  famoso t e o  
-
rema de l a  corona, y en c i e r t o s  hechos genera les  sobre  l a  t e o r f a  
de  rango e s t a b l e  en d lgebras  uniformes. 
Recordemos un p a r  de  f d c i l e s  r e s u l t a d o s  que han aparec ido  a l o  
l a r g o  de e s t e  t r aba jo :  
S i  A es un dlgebra  de Banach conmutativa, se t i e n e  
(i) (a,B) E U2(A)  e s  r educ ib le  s i  y s61o s i  a E A -  + A B  ; 
(ii) si  (a, B) y (a ' ,p ) E U2 (A) son r e d u c i b l e s ,  entonces 
(aa ,B 1 E UZ (A) , y es reducib le .  
Lema 2.40: Sea A un d lgebra  uniforme y a E A , s i  F E R(spa)  
entonces  F (a) = F o a E A . 
Dem.: E x i s t e  una suces idn  de  funciones  r a c i o n a l e s  s i n  p o l o s  en  
s p a  t a l  que f n + F  en R ( s p a )  , luego f n ( a )  E A  y l f n ( a ) -  
f r n ( a ) l A = s u p  I f n ( a ( x ) ) - f m ( a ( x ) ) l  = s u p  I f n ( y ) - f m ( y ) l  < c  s i  
xEX (A) yEsP a 
n, rn > N . Por l o  t a n t o ,  e x i s t e  f en  A t a l  que f ,(a)  -+ f 
o sea f = F ( a )  . 
Proposicidn 2.41: Sea A un d l g e b r a  uniforme, a ,  !.3 E A , y Sean 
A 
Di (i E I)  las  componentes conexas d e  C - a ( Z F )  . 
Supongamos que pa ra  cada i E I e x i s t e  zi E Di t a l  que (a - zi,$) 
E U2 (A) es r educ ib le .  
Entonces, pa ra  todo F E R ( s p  a) t a l  que (F(a1.P) E U 2 ( A )  
t i e n e  que (F (a) , f l )  es reduc ib le .  
A 
Dem. : Para  todo  z E C - a ( Z F  ) , (a - z , F )  es r e d u c i b l e .  E f e c t i -  
A 
vamente, s i  y : [ 0,1] + Di C C - a ( Z a )  es un a r c 0  que une z i  y 
z , es c l a r o  que 
y a s f  tenemos que a - z y a - z e s t d n  en  l a  m i s m a  componente 
de H1(A,a)  ( v e r  114 1 ) , luego como (a - zi,P) es r e d u c i b l e ,  l o  
afirmado se deduce de teorema 2.15. 
Entonces, para todo z E C - &ze) existe p E A' tal que 
A A 
si F E R(sp a) es tal que (F (a) ,e )  E U2 (A) entonces ZF n 
A 
(Zg) = O , puesto que (F(a) ,B) E U2 (A) equivale a 2 - F (a) " z~ - 
@ . En particular,podemos encontrar funciones racionales fn 
A 
con polos fuera de sp a y ceros fuera de a(zB) tales que 
(f,) converja uniformemente a F en s p a  . Luego fn (a)+ F (a) 
y (fn (a) ,B es reducible por (ii) , o lo que es igual f, (a) E 
A' + A  B . Pero A' +A B es cerrado en Hl(A,B) por lema 2.13, 
lo que implica que F (a) E A' +A 6 , es decir, (F (a) , D )  es redu 
- 
cible . 
Corolario 2.42: La misma conclusi6n de la proposici6n es cierta 
A 
si toda componente de C - a (Z;) contiene un elemento de C - sp a. 
A 
Dem. : Para toda componente Di de C - a (z l i  ) , sea 
- 'i E 
(C  - sp a) n D~ ' Luego, , a - zi E A'  y por lo tanto (a - zi,B 1 
-- 
E U2(A) es reducible, lo que prueba que las hip6tesis de la 
proposici6n son satisfechas. 
A 
Corolario 2.43: Sea (a,P E U2 (A) , si C - a (Zg) es ConeXo, 
es reducible. 
Dem.: En virtud de la proposici6n, tomando F(w) = w Vw E sp a, 
A 
es suf iciente exhibir z E C - a (Zg ) con (a - z ,B ) reducible. 
A 
Para e s t o  tomemos z = !an+ 1 : z E C-im a C C - ; ( z D )  a - z 
E A' ,  en p a r t i c u l a r  (a - z,B) es reducib le .  
Sobre e l  e spec t ro  de H w  es mucho l o  que s e  sabe y mucho l o  que 
s e  ignora, por ejemplo, e l  teorema de la  corona asegura que e l  
d i s c o  a b i e r t o  A e s  denso en x(If") , a mds d e  ser ' a b i e r t o ;  s i n  
embargo, no debe pensarse por e s t o  que l a  "corona" X ( H  "1 \ A es 
una cosa pequeiia o de  f d c i l  manejo, b a s t e  mencionar un conocido 
resu l t ado  para  t e n e r  una i d e a  de  l a  magnitud d e  esta corona: s i  
A 
w E sl, definimos l a  f i b r a  de  w como M, = (9 E x(F) :z(#) = 4, 
A 
donde z e s  l a  transformada de  Gelfand de l a  funcidn coordenada, 
entonces M, cont iene  una imagen homeomorfa de  X (IF') . 
que cada f i b r a  cont iene  un conjunto homeomorfo a X (r) , que a 
su  vez cont iene f i b r a s ,  y a s f  s iguiendo h a s t a  e l  i n f i n i t o .  
La demostracidn d e l  teorema, l a  c u a l  s e  basa  en  ([ 181 , c a p i t u l o  1 2 )  
neces i t a  de 10s s i g u i e n t e s  lemas ([18 1 ,pbgs. 203-2051 
S 
Lema A: Sea B ( z )  = knl (z - ax) /  (1 - aK Z )  un product0 de  Blaschke 
f i n i t o  con ceros  d i s t i n t o s  al ,  ..., as. Para  6 < 1 / 2 ,  s e a  F 
una funcidn a n a l f t i c a  en {z E A : I B ( z )  I<  6 )  y t a l  que allX 
Entonces e x i s t e  f E H -  con f ( a K )  = F(aK)  ( 1 G K C s )  y i f !  4 
b-q,donde a es una cons tan te  absolu ta .  
Lema B: Sea f una funci6n d e l  Slgebra d e l  d i s c o  t a l  que 
If(z)I (1 en (lzl= l), y E = {ZES': lf(z)l< l} es no 
vacf o . 
Entonces, existe una sucesidn (Bn) de productos de Blaschke fi- 
nitos con ceros simples, tal que I B (2) I + I f (2) I uniformemen 
- 
te en cada subconjunto cerrado de ;\% , y Bn (z) + f (z) unifor 
- 
memente en cada cerrado de A . 
~emostraci6n del teorema 2.39: Mediante una transformacidn de 
MBbius y una homotecia, podemos suponer que g (0) # 0 y igl = 
1 . De la proposici6n 2.41 se deduce que basta con probar que 
(z,g) es reducible (donde z nota la funci6n coordenada) , en 
efecto 
A 
z(Zg) = { w  E S' ; existe t$ E M U  tal que @ (g) = 0 ) U 
A 
por lo que C - z(Zg) tiene una o dos componentes conexas; en 
el primer caso . la se .sigue del corola- 
rio 2.43; en el segundo caso, (z - 0 ,g) es reducible si 1 w 1 > 1 , 
pues z - w es inversible, luego tomando w = 0 , si probamos 
que (z,g) es reducible, el teorema sigue de la proposicidn ob- 
A 
servando que R(sp z) es el Slgebra del disco. 
sea 0 ~ 6 ~ < 1  tal que lzl + Ig(z)l > 6 0  para todo z E A . 
Existe E C s1 de medida lineal 2n tal' que g tiene llmite 
no tangencial en todo z E E (ver [18] ) ;  la funcidn llmite serd 
notada tarnbien por g . 
Luego E \ V  tiene medida 2r . Si zl E E\V , existe 61 > 0 
tal que lg(r zl)I > 61 para O < r < l  . Sea 
Luego 121 + Ig(z)l > 6 para todo z E A 
para todo z E R . 
Para h E 8 - ,  consideremos S6(h) = {z E A :  Ih(z)l < 6/21 , 
y tomemos gp (z) = g(p z) para aquellos p < 1 tales que. 
g(p z) # 0 en s1 . Luego 
R C A \ S 6 ( g p )  y Izl + lg (z)f > 6  , pues 
P 
lzl + I g  (z)l > I p z l  + Ig (211 > 6  si z E A .  
P P 
Sea ) una funcibn nunca nula en el dlgebra del disco tal que 
P 
I)p (2) I = rnfn {3/6,1/l gp (z) l 1 para z E S' , y definamos J'p (z) = 
Op (2) gp (2) . Entonces se verifican 10s siguientes hechos: 
(i) I)p (z) I 1 y I J'p (2) I 4 1 Vz E a ; 
1 (ii) para z E S , I~)~(z)l = 1 * l)p(z)l = l/lgp(z)l 9) 
* Igp(z)I 6/3 ; 
(iii) para cada p , existe una sucesibn (Bn) de productos de 
Blaschke finitos con ceros simples,tal que Bn + Jb. uniforme- 
mente sobre 10s compactos de A , y 
I B (z) I > I J '  (z) I - 6/4 para n suf icientemente grande 
si lgp(z)l 2 6/2 (Lema B): 
iv) Izl + lBn(z)l >6/2 para z E A , 
(efectivamente, 1 z 1 + I B, (z) 1 > 1 z f + 1 Jb (z) 1 - 6/4 > 
> lzf + Ig (z)I - 6/4 > 6/2 para igp(z)l > 6/2 , y P lzI >6/2 
para I gp (z) 1 < 6/2 1; 
V) IB,(z)~ 3 6/4 Vz E R, 
(porque R C {z : lgp (z) 1 5 6/21 y por (iii) 
> 1 $p (z) l - &/4 > I gp (z) 1 - 6/4 8/41. 
Fijando p y n , tenemos que IBn(z)l + lzr > 6/2 Para todo 
z y IBn(z)l 5 6/4 en R ; luego S6/*(Bn) = U Di , donde 
iEI 
cada Di es una componente conexa (que por el principio de m6dulo 
mdximo son simplemente conexas), y existe una rama logarftmica 
en A \  R tal que ,poniendo ini z = In z para z E Di ob- 
tendremos 
2 1/2 
Ilnizl<[ (In 6/4j2 + (2n) ] 
= T6 
(notemos que 1 zl > 6/4 en S6/2 (B ) ) .  
Entonces, por Lema A , existe rn E H " tal que 
i %(aK) = 1ni a: para todo af( E z n D~ , y 
Bn 
Irnl < T6 (6/4) = s , donde cu es una constante absoluta. 
r 
Luego z - e se anula en cada -a; , por lo que existe hn E H" 
rn (2) 
tal que z - e rn(z) = hn(z) B~(z) , y as$ lhn(z)l = lz - e I 
en casi todo punto de s1 en el sentido de funcidn llmite no 
IrnU tangencial, en particular !hnl 6 1 + e < 1 + eS . ~ s t o  
muestra que (rn) y (hn) son familias normales (p permanece 
fijo) y por tanto, existen' subsucesiones que convergen uniforme 
- 
mente sobre 10s compactos de A , hn + h p  y rn + r para al- 
P 
gunos 
hP,rP en H". M6s a6n 
Por la definici6n de # P , 6 3/6 . Esas tres desigualdades 
muestran que ( # p ) ,  (hp) y (rp) forman familias normales, y 
tomando p + 1 (manteniendo gp(z) # 0 en s'), a traves de una 
sucesidn adecuada, obtendremos que 
uniformemente en 10s compactos de A ,para algunos h,# y r 
en H w  con 
E S ~ O  muestra que (z,g) es reducible,como querfamos. 
Observaci6n: En realidad, no ~ 6 1 0  probamos que (f ,g) . es redu- 
cible, sino'que adem6s lo es a un elemento de la componente cone -
xa del uno en 10s inversibles de H". 
Generalizaciones. 
En las situaciones que hemos estudiado hasta ahora, uno tiene 
por lo general un epimorfismo de dlgebras de Banach @ :A + B 
que, como vimos, induce aplicaciones con ciertas propiedades de 
fibraci6n, 
En la teorfa de dlgebras de Banach frecuentemente aparecen 
morfismos que si bien no son suryectivos, son "casi" suryecti- 
vos, en el sentido de que su imagen es densa; aquX no podemos 
aplicar las tecnicas anteriores sin algtin tipo de modificacien, 
sin embargo veremos que podemos aplicar casi las mismas tgcni- 
cas, donde el casi se puede entender como que muchas de las que 
antes eran igualdades, ahora serdn aproximaciones; esto es una 
evidente analogfa con el hecho de que un morfismo sea suryecti- 
vo o denso, ya que en el primer caso todo b E B es #(a) pa- 
ra alg6n a E A , y en el segundo es aproximadamente un tal 
#(a) . La cuesti6n primordial que podremos estudiar es cudndo 
un unimodular de B se puede aproximar arbitrariamente por imb -
genes de unimodulares de A , en obvia analogla con la noci6n 
de reducibilidad en 10s casos ya vistos,en que el morfismo es 
suryectivo. En realidad, mds que el andlogo aproximado de todo 
el trabajo previo, y teniendo en cuenta que todo epimorfismo es 
denso, Esta es una autentica generalizacibn; como veremos mds 
adelante. 
Nuestra segunda direccidn de generalizacidn es hacia las blge- 
bras de Prgchet, entreabriendo la puerta a la posible extensidn 
de toda esta teorla a tales dlgebras; finalizando con una apli- 
cacidn a cierto problema de interpolacidn en dlgebras de funcio -
nes anallticas, cuya demostraci6n es lo suficientemente simple, 
como para sugerir la fuerza de 10s resultados que nos permitie- 
ron llegar hasta allf. 
Esta seccidn es esencialmente expositiva, por lo que se han e -
liminado la mayorla de 10s detalles tecnicos, salvo en 10s pri- 
meros tres resultados, de quienes deriva gran parte de la discu -
si6n posterior. 
Corn ya hemos visto, las fibraciones de Serre son una herra- 
mienta fundamental de este trabajo, para definiciones y resulta -
dos sobre el tema, uno puede remitirse a [24]; en esta seccidn 
necesitamos ante todo definir la propiedad de ser "aproximada- 
mente" una fibracidn de Serre. 
Definicidn 2.44: Sean E , B , X espacios topoldgicos separa- 
dos,con B metric0 y X compacto, y sea p:E + B una aplica -
cidn continua. Diremos que p : E + B tiene la propiedad (H) 
A 
respecto de X ,si cada vez que existan f y f continuas que 
hagan conmutativo el diagrama: 
y para todo E > 0 , 
existe f* : I x X -+ E continua tal que 
A 
ii) sup dB(pf*(t,x), f (t,x) < E 
(t,x)EIxX 
Definici6n 2.45: Diremos que p.:E -* B es una fibraci6n de Se- 
rre aproximada si tiene la 'propiedad (H) con respecto a todo 
cub0 (aquf I' = ~oI). 
Digamos solamente que si en definici6n 2.44 tomamos E = 0 , de 
finici6n 2.45 resulta ser la definici6n de una fibraci6n de Se- 
rre en el sentido cldsico ([ 241 ,pdgs.61 a 64) . 
Proposicidn 2.46: Sean A y B dlgebras de Banach, y # :A+B 
un morfismo con imagen densa. Entonces,el morfismo de grupos 
inducidos On : GLn(A) + GLn(B) ,tiene la propiedad de que b E 
(im ) (la clausura tomada en GLn(B) ) si y s6lo si existe 
b' E im #n, con b' en igual componente conexa que b . 
Dem. : ) b E (im #n) - , o sea que existe a E GLn (A) tal que 
-1 -1 I#,(a) - b l  < Ib I , y p o r l o  tanto b +  t(#,(a) - b )  ( t E I )  
es un arc0 entre b y #n(a) en GLn(B) , puesto que 
' (*) Primero demostremos que @,(GLn(A) O) es densa en GLn (B) 
donde estas son las respectivas componentes conexas de las iden 
bl tidades; si y E GLn(B)O , y = e ,..., e bs con bl, ..., b E 
S 
Mn(B), por lo que se puede aproximar,en virtud de la continui- 
dad de la exponencial y la densidad de @(A) ,par 
e @ (a,) ... e @ (as) E @n (GLn (A) O) , donde al, . . . ,as E Mn (A) y 
se entiende en el sentido obvio. 
Sea G~ una componente condxa cualquiera de GL,(B) , notemos 
GO = GL,(B)~ ; se tiene que si u E G1 , la funcidn f :Go + GI 
definida por f (x) = x u es un homeomorfismo, con inversa 
g(y) = yu-l. Entonces si b E G~ y b l  E G~ n im @n , tene- 
mos que b(bl)-I E G~ C(im @n)- , Y como blE(im @n)- , qUe es 
un subgrupo de ~ f , ~  (B) , vemos que b = b (b ' ) -lb ' tambien este 
en (im 9,)- , como querfamos demostrar. 
Teorema 2.47: Si @ :A -+ B es como en la proposicidn anterior, 
entonces @n : GLn (A) + GLn (B) es una f ibraci6n de Serre aproxi -
mada. 
Dem.: Demostremos primer0 que @n tiene la propiedad (H) con 
respecto a 1' = {O) . Tenemos el siguiente diagrama conmutati -
y queremos ver la existencia de una funcidn f * : I x (0 1 +GLn (A) 
A 
tal que fC(0) = f(0) y i@,f*-fl < r  , dado un r > 0 . 
Podemos considerar y 20 como elementos de GLn (C (I, B) ) , 
A 
10s cuales se pueden unir por una homotopfa Fs (t) = fSst r 
A A 
(s,t) E I* , ya que f0 = fo y F~ = f 
@ : A + B induce un morfismo de dlgebras denso p : C(I,A) + 
C(1.B) , el que a su vez induce un morfismo de grupos cpn : 
A 
GLn(C(I,A)) +GLn(C(I,B)) ; es claro que fo = @n(f(0)) estb 
en la inlagen de pn , luego por lo dicho mbs arriba y la propo- 
sicidn anterior,se deduce que existe un elemento a E GLn(C(I,A)) 
A 
tal que ipn(a) - fl < e , cualquiera sea e ' > 0 , que por el 
momento mantendremos como parsmetro libre. 
Volvamos hacia atrds y miremos "a" como una funcidn de I w 
I x {0) en GLn (A) . Af irrnamos entonces que si r ' es suficien- 
temente pequeiio , f * = f (0) a (0) -'a serd nuestra funcidn buscada. 
Evidentemente f*(O) = f(O), para verificar la segunda condicidn 
debemos hacer una serie de acotaciones. Fijando un t E I arbi -
trario, las funciones que siguen se considerarsn evaluadas en 
ese t , y consiguientemente la norma es la de M,(B) . 
El primer miembro entre barras es menor o igual que 
I f  o 1 I u a o - 1  - f  o - 1  I , llanernos p = 
I a 0 - 1  - f  0 )  - 1  0 , entonces 
B < D + ~  ( a ( 0 )  u ~4~ ( f  (0)  u I I + ~  ( a (01 - +n ( f  (01 1 
c (6  + ~ ~ ( f 0 ) ~ )  U 1 1 4 ~ ( f ( O ) - l ) U ~ ~  , de donde 
Como I#,(;) 1 s e  puede a c o t a r  superiormente por una c o t a  que no 
depende de  t , es evidente  que s e  puede tomar un E '  > 0 de  mo 
do que l a  d l t ima  expres i6n ,se  haga menor que un c i e r t o  e > 0 
dado, para todo t E I . 
E l  caso genera l  se reduce a 1  caso a n t e r i o r ,  ya que e l  diagrama 
conmutativo 
L 
- GL, (A) 
I x I*? GL, (B) 
f 
se puede t ransformar en 
Evidentemente, este resultado es an6logo a1 del teorema 1,15, 
de la misma manera, el lema 1.16 tiene su versi6n en este con- 
texto aproximado. 
Proposicidn 2.48: Sean A y B dlgebras de Banach, y t$ : 
A + B un morfismo con imagen densa; luego, la funci6n inducida 
.cI 
On : Un (A) + Un (B) es una f ibraci6n de Serre aproximada. 
Dm.: Como antes, el caso general se reduce a la propiedad de 
- 
levantamiento de curvas, es decir, que basta probar que $n tie - 
ne la propiedad (A) con respecto a 1' = I01 . 
Tomemos a E u ~ ( A )  y sean b = Fn(a) y y : I + u,(B) una cur -
val tal que ~ ( 0 )  = b . Consideremos el siguiente diagrama con- 
mutativo 
'n 
GLn (A) - GLn (B) 
Como tb es una fibracidn de Serre (corolario 1-13), Y se 
puede levantar a una curva y1 : I * GLn (B) , con y1 (0) = 1 , 
y como @* es una fibracidn de Serre aproximada, existe una cur 
- 
va y2 : I + GLn (A), tal que y2 ( 0 )  = 1 y 1@,y2 (t) - y1 (t) < 
r/lbl para todo t E I , dado un E > 0 . Si 5(t) = tay2(t), 
resulta que 5 (0) = a y ademds 
rCI .. 
10,~ (t) - Y (t) = l%tay2 (t) - y (t) l = l;ntay2 (t) -..t y (t) l = b 1 
(aqu5,entre varias normas equivalentes elegimos una que verifi- 
que la pendltima desigualdad, por ejemplo la euclPdea) . 
Si en 10s tres dltimos resultados se cambia la hipdtesis @ ( A )  
densa en B por #(A) = B ; con casi las mismas demostraciones, 
aunque mbs sencillas, ya que se pueden obviar las acotaciones 
hechas con la norma, se deduce que )n : GLn (A) + GLn (B) y 
h. 
'n 
: Un(A) + Un(B) son fibraciones de Serre, hechos estos que 
aparecen ya en el Capftulo I con pruebas menos detalladas; de 
mod0 que esta es una clara generalizacidn de la teorfa desarro- 
llada anteriormente, y asZ, podemos seguir hasta llegar -a 10s 
problemas de extensidn que son el principal inter& de este ca- 
pltulo. Un corolario inmediato de la proposicidn 2.48 es que, 
N 
bajo las mismas hipbtesis, im )n interseca una componente cone- 
xa de Un(B) si y s610 si es densa en esa componente conexa. En 
vista de la mencionada proposicibn, el problema de reducibilidad, 
que como ya vimos es equivalente a un problema de extensi6n a ni- 
vel de las componentes conexas de Un(A) y Un(B) , se puede plan 
- 
tear vfa esa equivalencia, en un context0 mds generalizado (apro- 
ximado) y atacar con las mismas t6cnicas. 
~x~lfcit&ente, si ) : A -+ B es un morfismo denso y b E Un(B), 
entonces b se podrd aproximar arbitrariamente por elementos de 
5 ), (Un (A) ) si y s61o si [ b] E im so (gn) , donde no (a) : 
rO(un(A)) + rO(Un(B)) . 0 la versi6n mds global, 5, : un(A) -+ Un(B) 
tiene imagen densa si y s61o si ro($,) es suryectiva; lo que en 
el caso conmutativo equivale a la suryectividad de [X(A) ,c:] + 
[ X (B) , c:] , por el teorema de Novodvorskii. Hagamos aquf una bre- 
ve observacibn, como ) : A -+ B es densa, su traspuesta #*  : 
x (B) -+ X (A) es inyectiva (teorema 1.25, parte 1) , y por lo tanto 
[x(A) ,C:I + [x(B) ,C:I se puede definir naturalmente sin mayor 
problema. 
Veamos lo dicho con un ejemplo, el cual es andlogo a1 de la pdgina 
4 
Supongamos que X C es un compacto polinomialmente conve- 
xo, entonces la rcstriccibn a X induce un morfismo de dlgebras 
uniformes con imagen densa r : -+ P (XI , y dado v E P (XI ' nos 
preguntamos si existe u E P (x) ' con !r(u) -vl < E , para un 
arbitrario; por lo dicho recien, el problema se reduce a 
1 1 
estudiar la aplicacidn que r6sulta de restringir, [ h , ~  ] -)[ XIS ] , 
1 y aqul tenemos que [x,S 1 = * ,es trivial por ser X un com- 
pacto polinomialmente convex0 de C , por lo que la flecha es 
suryectiva (en realidad, biyectiva), y ass, efectivamente exis 
- 
te el u E P (i) ' de arriba. Es decir, que todo inversible de 
P(X) se puede aproximar arbitrariamente,por restricciones de 
inversibles de P (i) - 
Miremos el caso conmutativo. Si $(A) ademds de densa,es ple -
na en B , y  $ es inyectivo, proposicidn 1.27 nos dice que'es 
tambign n-plena para todo n natural, y entonces claramente 
todo b E Un (B) puede aproximarse por un $ (a) con a E Un (A) r 
luego,el problema antes planteado puede mirarse como un estudio 
de estas cuestiones bajo hip6tesis mbs restringidas del morfis- 
mo $ ; por ejemplo, teorema 1.25 nos dice que si $(A) es den -
sa y plena en B , entonces la traspuesta $* : X (B) -+ X (A) es 
un homeomorfismo, per0 como se deduce de todo lo expuesto, para 
la aproximaci6n de unimodulares arbitrarios,bastarfa con que 
fuera un equivalencia homotbpica. 
En particular, esto puede ser de suma utilidad en la extensi6n 
a dlgebras de Frgchet,de algunos resultados conocidos para dlge - . 
bras de Banach, vPa mirar las dlgebras de Banach de las cuales 
es un l5mite proyectivo. El principal problema en generalizar 
toda la teorla a dlgebras de FrGchet, es que el grupo de inver- 
sibles no tiene por qu6 ser abierto, sin embargo, 10s pocos re- 
sultados obtenidos hasta ahora en esa direcci6nrparecen confir- 
mar la hipdtesis de que gran parte de lo expuesto en este tra- 
bajo,sigue valiendo en el context0 mds amplio de dlgebras de 
Frgchet. Como ejemplo veamos el siguiente teorema, y una apli 
- 
cacidn analftica que sugiere ser especialmente interesante. 
Teorema 2.49: Sean A y B Slgebras de ~rechet conmutativas, 
y f : A + B un epimorfismo. Entonces,la aplicacidn inducida 
f': A'+ B' es una fibraci6n de Serre. 
Dem.: Sin extendernos demasiado en la demostraci6n, digamos so- 
lamente que imitando algunos de los razonamientos hechos en es- 
ta seccibn, el problema se reduce a ver que la aplicaci6n 
Ai) +Bi es suryectiva, donde Ai) y Bi) son las componentes 
arco-conexas en A' y B' de sus respectivas identidades; pe- 
ro eso es una inmediata consecuencia de un resultado de Davie 
(1161) que afirma que A6 = exp A , y Bi) = exp B . 
En 1161 Davie generaliza a dlgebras de ~r6chet el teorema de 
Arens-Royden, y mds generalmente: si A y B son 6lgebras de 
Frgchet con A conmutativa, entonces (A 6 B) ., es mediante la 
transformada de Gelfand, homot6picamente equivalente a C(X(A),B0) 
4 
6 
( a& A @ B es el product0 tensorial completado convenien -
temente,para que siga siendo un dlgebra de Frechet). 
Para ver la teorla general de dlgebras de Frechet, el lector 
puede remitirse a [30]. Aqul ~ 6 1 0  mencionaremos unos pocos re- 
sultados que vamos a necesitar, algo m6s se verd en el prdximo 
capztulo. Si A es un dlgebra de Frechet conmutativa,y J es 
un ideal de A , se definen X(A) y hull J de igual forma 
que para dlgebras de Banach; si J es cerrado, A/J es natu 
- 
ralmente un dlgebra de Frechet y x(A/J) s hull J . En vista 
del ya citado trabajo de Davie, ro(Aw) = [X(A),C,]. Vamos a 
necesitar estos hechos para demostrar el siguiente teorema, el 
cual es una generalizaci6n de un resultado de Rube1 ([42]) so- 
bre funciones enteras,demostrado vla un clSsico teorema de in 
terpolaci6n. 
Si V es un abierto de C , O(V) notard el dlgebra de fun- 
ciones anallticas en V dotada de la topologfa compacto-abier 
- 
ta, con la que resulta ser de ~rgchet. 
Teorema 2.50: sr O(V) = 1. 
Dem.: Se sabe que X(O(V).) = V , y del argument0 que vamos a 
usar se desprende que basta suponer V conexo. Alcanzars con 
mostrar que si g es un elemento no identicamente nulo de 
0 (V) , entonces 0 (V) es 1 - estable en g . El ideal genera- 
do por g , J = O(V).g es cerrado,. y hull J = Zg tiene di- 
mensi6n cero, luego [hull J,s'] es trivial y [v,s'] + 
1 [hull J,S ] es suryectiva. Entonces, en virtud de teorema 
2.49, O(V) '+ (0 (V)/J) ' es suryectiva. 
Cuando uno trabaja con dlgebras defunciones anallticas se hace 
evidente la conexi6n que hay entre interpolaci6n, extensi6n y 
rango estable; nuestro dltimo teorema dice en particular que 
si f,g E O(V) y no tienen ceros comunes, entonces existe 
F E O(V) sin ceros,tal que F = f en Zg ; mds abn, si v 
es conexo y g + 0, se tiene que 
zg 
es a lo sumo numerable, 
y asf, si Zg = {wK ; K  E Nl cada uno con su respectiva multi- 
plicidad mK , resulta que F se puede elegir de mod0 tal 
3, 'K que las derivadas F (uK) = f (wK) ,para 0 G jK G%-l y to- 
do K natural. 
Adembs, este teorema aporta una razdn mbs para creer que 
sr H " = 1 , pues como H 'C O(A) , si (f ,g) E U* (F') , enton- 
ces (f,g) se puede reducir en 0 (A) . 
C a p f t u Z o  III: RANGO ESTABLE TOPOLOGICO ,O APROXIMACION UNIMODULAR 
Caracterizaci6n espectral. 
Entre las varias definiciones de "dimensi6n" que se pueden 
dar para un anillo topol6gico (ver [39]), se destacan el rango 
estable algebraico, el cual hemos tratado en el capftulo ante- 
rior, y el rango estable topol6gic0, del que nos ocuparemos en 
este capftulo. Esta nocidn de estabilidad es introducida por 
Rieffel en [39], si bien ya estaba implzcita en el trabajo de 
varios autores (ver [lo], [40]); y estd motivada principalmen- 
te en dos hechos, en primer lugar, en 6lgebras de Banach pro- 
vee una cota superior para el rango estable, siendo en muchos 
casos miis fdcil de calcular; en segundo lugar, generaliza la 
noci6n cldsica de dimensi6n .para espacios paracompactos, a un 
Slgebra C* cualquiera. 
Definici6n 3.1: Sea A un anillo topol6gico. Diremos que el 
rango estable topol6gico a izquierda de A es menor o igual 
que n (ltsr A Gn) , si Un(A) es denso en A" . 
Evidentemente, si Un(A) es denso en A" , tambi6n lo es 
Un+l(A) en A"+' , puesto que u,+~ (A) 3 u,(A) x A . Si no 
existe un tal n , diremos que ltsr A = . 
De igual forma se define el rango estable topol6gico a derecha 
(rtsr A) . 
Lema 3.2: Si A es un dlgebra de Banach, 
sr A 6 mfn (ltsr A, rtsr A) . 
Dem.: Sea n = rtsr A , tomemos (a,&) E Un+l (A) , existe 
entonces (b,P) E A"X A tal que (b,a) + p a =  1 , luego, por 
hipdtesis hay un b' E nU(A) lo suficientemente cerca de b , 
como para que (b8,a) + Pa € A '  , per0 6 = (b8,c) para algdn 
c E A" . Asf, 
es decir que a + ca E Un(A) . Esto dice que el rango estable 
de A es menor o igual que rtsr A (recordemos que 10s rangos 
estables algebraicos a izquierda y a derecha coinciden). De 
igual forma, sr A 6 ltsr A . 
No se sabe en general, si ltsr A = rtsr A , si bien para un 
dlgebra con una involucidn continua (por ejemplo c*) , la i- 
gualdad es clara, pues la involucien intercambia Un(A) con 
n U(A) 
Definicidn 3.3: Sea A un dlgebra topol6gica compleja, y 
a E A" ; definimos el espectro a izquierda de a , como 
Igualmente se define el espectro a derecha con ,U(A) . 
En todo lo que resta de este trabajo, las nociones espectrales 
y de estabilidad consideradas, serdn las dadas a izquierda, 
aunque obviamente lo mismo valdrd para las nociones a derecha. 
De manera que, a tftulo de simplificar la notaci6n, tomaremos 
la siguiente convenci6n: sp a = spi a , y tsr A = ltsr A . 
Poco se ha escrito sobre estabilidad en dlgebras de Frechet, 
en particular, no se sabe si el rango estable topoldgico acota 
a1 rango estable algebraico, no obstante, considerando que el 
rango estable topol6gico tiene inter& en si mismo, y dado que 
todos 10s resultados siguientes valen en un context0 m6s am- 
plio . que el de las dlgebras de Banach, vamos a desarrollar la 
teorfa para dlgebras de Frechet. Todos 10s espacios vectoria- 
les serdn comple jos. Un dlgebra de Frechet A es un espacio 
vectorial localmente convex0 cornpleto, con un product0 que ha- 
ce de A un dlgebra, y tal que existe una sucesi6n creciente 
de seminormas ( 1  1 K) definiendo la topologfa de A , sa- 
tisfaciendo lxylK < 1xlK lylK , si x ,y E A , y llAIK = 1 , 
para todo K natural. 
Para cada K definimos un dlgebra de Banach AK completando 
el algebra normada A/NK , donde NK es el ndcleo de IK . 
Hay morfismos naturales rK : A -* AK , rK, : q( + Aj si K ~ J  
( I  IK > I Ij) , verificando r o r = n r =  
K, j j ,S K,S Y , K 
r . Es claro que rK, (AK) y rK (A) j son densos en A . j 
IT j IK, inducen morfismos de espacios vectoriales A" -*A" j 
y + A" respectivamente, 10s cuales llamaremos tambien r j j 
Un dlgebra topol6gica multiplicativa localmente convexa, es de 
Frechet si y ~ 6 1 0  si es metrica y completa (ver [30]), as$, to -
do dlgebra de Banach es un dlgebra de Frgchet. Finalmente, 
digamos que en [ 1 1 , Arens demuestra que si a E An , a E Un (A) 
si y s610 si r, (a) E Un(+) para todo K . 
Proposici6n 3.4: Sea A un dlgebra de Frechet y a E An , en- 
tonces spA (a) = U spAK (rK (a) ) . 
-1 
Dem. : (3) Si A €  U sp ( ~ ~ ( a ) ) ,  implica que existe KO tal 
-1 AK 
que TKO (a) - X $E Un(+ ),luego a - A  BUn(A) Y A E spA(a) 0 
(c) Esta inclusidn equivale a decir que si rK(a) E Un(AK) 
ra todo K , entonces a E U,(A) , que es justamente el comen- 
tario previo a la proposici6n. 
Si A es un dlgebra de Frechet y V es un subconjunto de cn, 
def inimos 
de la proposicidn obtenemos que A' = n {a.€An : spAK (nK (~))CV}, 
0 1  
luego si V es abierto, o mSs generalmente si V es un Ga 
A' es un G6 . En efecto, supongamos que V = n Vs , con 
!el 
Vs abierto para todo s > 1 , luego 
- n {a E A": 
- -1 ,521 (nK(a))C Vs} = 
-1 v 
- -1 e l  K Vs es abierto para 
- n n (%S) , y como AX 
todo K y s, resulta lo afirmado.Un corolario inmediato es que 
Un(A) es un c2 Gs , pues Un(A) = A . 
Vearnos como se relaciona el rango estable topol6gico de A 
con 10s de AK , para eso primer0 notemos que la sucesi6n 
(tsr Ax) > es creciente, pues si U, (AK+l) es denso en 
(U  AX+^)) en J$ , y como este , tambign lo es rK+l,K 
conjunto estd contenido en 
un(%) , se sigue que el dltimo 
tambien es denso en . Necesitaremos explicitar que normas 
y distancias usaremos, si I I K  nota la norma en AK , enton- 
ces: 
("1 = m h  lainK . iii) si a E $ , UalK 
l< i< n 
Teorema 3.5: tsr A = sup tsr q( . 
Dem.: (>) Si n = tsr A , podemos suponer n < =, luego Un(A) 
es denso en A" y rK (Un(A) ) es denso en ; como Un(AK) 3 
rK(Un(A) ) . resulta tsr AK < n . 
( 1  Sea n = sup tsr AK , como antes, se puede suponer n < -, 
entonces Un (AK) es denso en para todo K . Coma ya 
n -1 sabemos, Un (A) = K..+~ TK U ( )  ) , d o n e  cada LK = (Un (AK) ) 
e s  abier to ,  por l o  que si probamos que ademds es  denso, e l  tea -- 
rema de Baire nos dice que tambidn l o  e s  U n ( A ) .  
Fijemos K y probemos que LK es  denso. Dados a E An y 
Z 2-j < s/2 , 1 s > 0 , podemos ha l la r  un s > K t a l  que jas+l 
como Un(As) e s  denso en A: , ex i s t e  bs E Un(As) t a l  que 
< s/4 . I rs(a)  - bsls 
Dado que Un(As)  es  abierto,  hay un 6 > 0 t a l  que cualquier 
elemento de A: que d i s t e  de bs en menos de 6 ,  tambien es 
(n) unimodular; e l i  jamos entonces b E A" t a l  que ins (b) - bs is 
< mfn {s/4,6 } , es  claro que ns (b) E Un (As) . Luego, rK (b) = 
-1 
II 
Sf K 
o ns (b) E nS ,K (Un (A,) ) C Un (5) , es  dec i r ,  b EnK (Un (AK) = 
L~ Y Ins (a)  - rs (b) 0:") < e /2  . 
Nosres ta  ver que d(a ,b)<  E : 
I u .  (ai)- T .  (bi) I .  
d(a,b) = mdx Z: 2-j I + l<i<n j=l 1 + I n j  (ai)- n j  (bi) 1 j 
Tomemos a E Am , haciendo la identificaci6n natural entre 
em y R~~ , podemos mirar a1 conjunto sp a como incluido 
indistintamente en cualquiera de 10s dos. Si K 6 2m , sea 
= { h  E R ~ ~ :  h  tiene a lo sumo K coordenadas racionales}, 
un resultado cldsico de teorfa de la dimensi6n dice que 
dim < K . (ver I 2 5 1  ,pBg.29). 
Definici6n 3.6: Sea A un dlgebra de ~r6chet y K < 2m . De -
f inimos 
Veamos algunas propiedades de estos conjuntos: 
ii) ( A )  es un Gg para todo K < 2m . Esto sale del hecho 
de que Gm es un G6 ; 
iii) Si el espectro tiene la propiedad de la proyecci6n: si 
a E A m ,  a = (al, ..., a )  m y n < m ,  sppn(a) = sp (al,...,Bn) 
= pn(sp a); entonces para todo K < 2n < 2m se tiene que 
pn (D:(A) ) E D: (A) . Por ejemplo A conmutativa. 
iv) Si K1 6 K2 < 2n , D;, (A) 5 (A) 
Lema 3.7: Sea A un Blgebra de ~richet, si D C An es un 
conjunto Gg denso, y m > n , existe un Gg denso L C Am 
tal que si a E L , 
Dem.: S i  In = 11.2, ..., n} , numeremos l a s  funciones b i y e c t i v a s  
-
P : 12n + 12n t cada una de  l a s  c u a l e s  corresponde a una permu- 
t a c i d n  de ( 1 , 2  ,..., n) , y definamos $1  : A" + A "  , I< j< n! 
como 
donde P : In + In e s  l a  j-Ssima permutaci6n. 
En tonces @ I  e s  un homeomorfismo, pues l a  cont inuidad e s  obvia,  
- - y para  cada j , e x i s t e  un j ' t a l  que @ o @ ,  - 6, o $, - j 
i d  . Luego @ . ( D )  e s  un 
An 3 Gs denso, por l o  que tarnbign l o  
E l  conjunto A e s t d  formado por  l a s  n-uplas t a l e s  que todas  
s u s  permutaciones e s tdn  en D . 
Ahora b ien ,  llamemos JK , 1 4 K 4 (t) , a 10s subcon juntos  de  
I, cuyo c a r d i n a l  es exactamente n ; a cada K l e  podemos aso  
- 
c i a r  una proyeccidn v  : Am + A" , d e f i n i d a  por  
v  es un epimorfismo de espac ios  de  Frechet ,  de  donde A K  = K 
-1 
v  ( A )  es % y denso. Efectivamente,  que es un K Gg e s  c l a r o  
-1 -1 pues v  (n Vi) = A v K  (Vi) ; para  v e r  que es denso tomemos un K 
a b i e r t o  no vacfo V C Am , si  f u e r a  d i s  junto  de  A K  , t endr fa -  
mos que 1: (V) n A = @ , per0  por e l  teorema de  l a  a p l i c a c i 6 n  K 
a b i e r t a ,  v (V) es un a b i e r t o  de An , luego por  l a  densidad 
de A , V (V) n A + @ , l o  que con t rad ice  l o  a n t e r i o r .  
(m) A Obtenemos entonces e l  Gg denso L =n n K = l  K ES f d c i l  v e r  
que e s t e  es e l  conjunto buscado. 
Teorema 3.8: S i  A es un 6lgebra de  Frechet ,  y n = tsr A 
m 
es f i n i t o ,  entonces para  todo m > n , Dn+m-l (A) es Gg Y 
denso en Am . 
Dem.: Un(A) es un Gg , y por h i p 6 t e s i s  es denso; luego s i  
(PS'S E N  es una numeraci6n de 10s r a c i o n a l e s  d e  cn , e s  cla -
r o  que D = n (Un(A) + ps) tambien es Gg y denso. SEN 
Por lema 3.7 sabemos que e x i s t e  un conjunto Gg denso LcA", 
t a l  que s i  a E L : (aj l , .  . . ,a )E D cua lesqu ie ra  Sean jn  
I <  jl,..., < m  con j i #  jK s i  i + K .  S i p r o b a m o s q u e  jn  
m m 
Dn+m-l (A) ya e s t a r l a ,  pues en e s e  caso Dn+m-l (A) e s  
denso, y que es Gg ya l o  sabemos de l a  propiedad ii) (en 
m 
r ea l idad  L = Dn+m-l (A) . 
Tomemos a E L y veamos que 2m s p  a C Mn+m-l; s i  no f u e r a  a s l ,  
h a b r l a u n  h E s p  a , h = (Al+ ihj , . . . ,hm+ ih;) con h i  , h i  
E R , y t a l  que a1 menos n + m de 10s h i  y h i  son r a c i o  --
nales ;  es m6s o menos evidente  que en esta s i t u a c i 6 n  podemos 
e x t r a e r  n pa res  (Xjl ,hj l ) ,  ..., (Xjn,h:,) , don& ninguna de 
sus  coordenadas es i r r a c i o n a l ;  e s t o s  pa res  corresponden a una 
n-upla sacada de  l a s  coordenadas de  a,  ( a l ,  . a ) , que por  jn  . 
una "reordenaci6nW de a , podemos suponer son l a s  primeras 
n . De mod0 que tenemos X E sp  a , donde f l  = ( A l + i X i , . - . ,  
'nn+iXA) es un rac ional  de cn ; ahora como 
en ambos casos r e s u l t a  que P E sp(a l ,  ..., a ) , es d e c i r  que n 
(al , .  . . ,a ) - (Xl+ih j, . . . ,hn+i?.A) U, (1) Per0 Par o t r o  lado, n 
de  l a  forma que . t i e n e  e l  con junto L , se desprende que (al ,  - 
. . ,an) E D , as$,  (al,.  . . ,an) E U, (A) + P , l o  que es una con- 
t radicc i6n.  
Corolar io 3.9: Cualquiera sea  m n a t u r a l ,  e x i s t e  un denso 
Lm C t a l  que si  a E Lm , dim(sp a) - m < tsr A - 1 - 
Dem.: Sea n = tsr A , si  n = 00 no hay nada q u e p r o b a r ,  l u e  -
go n < -  ; si  m < n  r e s u l t a  que dim(sp a ) -  m < 2 m - m = m < n .  
m S i  m > n , e l  teorema nos d i ce  que Dn+m-l (A) es denso en 
m Am , Y si  a E Dn+m-l (A) , dim(sp a )  < n + m - 1  . o sea  
dim (sp  a )  - m < n - 1 . 
Corolario 3.10: tsr A < n < - s i  y ~ 6 1 0  s i  e x i s t e  D C 1" 
denso, t a l  que para todo b E D , ( sp  b)' = 4 . 
Dem. : (-1 
-
s i  n = tsr A , por e l  c o r o l a r i o  a n t e r i o r ,  e x i s t e  
D C A" denso, t a l  que si a E D , dim ( sp  a )  - n < n - 1 , es 
d e c i r ,  dim(sp a )  < 2n -1 < 2n , luego ( sp  a )  O = @ . 
(-) S i  a E An , e x i s t e  una sucesidn (bK) C D con bK + a , 
y como ( sp  bK) O = $ para  todo K , r e s u l t a  que hay una suce 
- 
s i d n  ( A K )  C cn que t i e n d e  a cero ,  y t a l  que hK 9 s p  bK . 
Luego, bK - hK E Un(A)  y bK - X K + a  . 
E l  filtimo c o r o l a r i o  provee una c a r a c t e r i z a c i 6 n  e s p e c t r a l  d e l  
rango e s t a b l e  topoldgico en d lgebras  de Frechet ,  en 6 1  queda 
c l a r o  que s i  b E A" \ Un (A) - , todo e l k e n t o  su f  ic ientemente 
cerca de b tendrd un e s p e c t r o  que cont iene  algfin entorno  d e l  
cero.  Especifiquemos de qu6 entorno s e  t r a t a  en e l  caso  en 
que A es un 6 lgebra  de  Banach. 
En tomamos l a  norma eucl fdea  asociada a l a  norma de A , 
y l o  mismo en cn ; d(a,Un(A) ) no ta  l a  d i s t a n c i a  de  a a 1  
w n j u n t o  Un(A)  . 
Lema 3.11: S i  a E A" , d(a,Un(A)) = f n p  l a  - bi  + r ( b )  1 , 
b€A 
donde r (b)  = f n f  { l h l , h E cn \. s p  b} . 
Dem.: d(a,Un(A))  = 'Znf l a  - bl = Xnf { l a  - b l  + r ( b ) }  
-
mn (A) M U n  (A) 
S i  l a  desigualdad f u e r a  estricta,  tendrfamos que e x i s t e  b E An, 
t a l  que l a  - b l  + r ( b )  < s - E  para  algdn r  > 0 ; luego, s i  
& s p  b , y i;nl < r ( b )  + r  , se obt iene  que b - X E Un(A)  y 
l a -  (b - A ) [  < l a  - bl  + I X i  < l a  - bU + r ( b )  + E < s , 10 que 
que es absurdo. 
Corolar io  3.12: Sean a r b  E A "  , s i  d(a,Un(A)) = s y l a - b l =  
k < s  . entonces s p  b 3 { z  E C "  : ( z r  < s  - k ) .  
Dem.: s < Ua - b i  + r ( b )  , o sea  s - k < r ( b )  , que es p r e c i  -
samente l o  a f  irmado. 
Aproximaci6n unimodular y homotopfa. 
En s u  t r a b a j o  i n t r o d u c t ~ r i o  d e l  rango e s t a b l e  topo l6g ic0 ,  
R i e f f e l  demuestra que si  I = [0,1]  y A e s  un d lgebra  C* , 
tsr C ( 1 , A )  1 + tsr A ; en r e a l i d a d ,  como veremos a cont inua  -
cibn,  e s t a  desigualdad v a l e  pa ra  cua lqu ie r  d lgebra  de  Banach. 
Es ta  misma desigualdad pa ra  e l  rango e s t a b l e  ( a lgebra ico)  es 
obtenida en [ 1 1 1  por Corach y Larotonda. 
En A" tomaremos l a  s i g u i e n t e  norma: 
Teorema 3.13: Sea A un Slgebra de  Banach. Entonces, 
tsr C ( 1 , A )  < 1 + tsr A . 
e s  una funci6n con- 
t inua ;  podemos p a r t i r  e l  i n t e r v a l 0  I en T i n t e r v a l o s  de  l o n  -
g i t u d  1/T , de mod0 t a l  que Iy(a)  - y ( P ) i  < e  s i  la - 8 1  < 
1/T ; l l a m ~ m o s l o s  [ t j  # t j + l ]  , 0 < j < T - 1 . Consideremos l a  
Por hip6tesis Un-l (A) es denso en ~"-l,lue~o por lema 3.7 
existe b E A n(T+l) ,tal que 
i) Pb - all < E 
ii) (bjlI .. Ibjn-l) E Un-l (A) para todos 1 < jl, . . . , jne1 < 
n (T+l) , con # jK si i # K ; por razones de demostraci6n 
notemos 
Tomemos 'j = y'[tjrtj+l] , 0 < j < T - 1 , y veamos que podemos 
aproximar y en menos de e 1  por una funci6n 1 j j : ItjItj+ll 
+ u,(A), tal que P .(t.) = bJ y ~ ~ ( t ~ + ~ )  = b , O < j < T - 1 ;  3 3  
si logramos esto, habrfamos demostrado el teorema, pues defi- 
niendo P : I +A" como P(t) =Pj(t) , si t E [tj~tj+ll I 
es evidente que r E C (I ,Un (A) = Un(C (I ,A) ) , y que 
Ir (t) - y (t) = I P  (t) - Y (t) 1 < c'  para el j que verifique 
Para ver que 
'1 
puede ser aproximada por una " j en las 
condiciones dichas, basta verlo para j = 0 , y aunque yo sa 
le del interval0 [ to ,tl] = [ O,l/T] , mediante una reparametri -
zacidn podemos suponer que sale del [0,1] , no olvidando que 
la funci6n reparametrizada, que notaremos r , verifica que pa -
En A" tomemos la base candnica { e j, 1 < j < nl , Y con a y ~ d a  
de ella construyamos una funcidn v : I + A" lineal de a tro- 
zos, de l a  s igu ien te  forma: en primer lugar  dividamos e l  in-  
t e r v a l ~  [ 0, 1 1  en n i n t e rva lo s  i gua l e s  [ --;;- ' I  , ] ( l < s < n ) ,  
y si  (s - l ) / n  ( t 4 s/n , 
Pese a su complicada e s c r i t u r a ,  e s t a  funci6n en rea l idad  es muy 
simple, s e  t r a t a  solamente de una curva que une bo y b1 , 
s-1 s 
mandando en cada i n t e r v a l i t o  0 , :] , l a  coordenada bs 
en b: . Esta funcidn s e rd  l a  P o  buscada, es c l a r o  que v 
es continua, y ademds v (t) E Un(A) para  todo t , pues si 
s-1 s 
t E I T  
1 1  1 0 
, T; 1 , se t i e n e  que v (t) = (bl,b2, . . . ,bs-l ,bs + 
s-1 1 0 0 0 
n (t - ?;-) (bs - bs) ,bs+l,. . . ,b  ) , donde en v i r t u d  de  l a  forma 
n 
1 1  1 0 
en que se e l i g i d  b , (bl,b2,...,bs-lfbs+l, . . . b 0 ) E Un-I (A) . n 
Para terminar,  veamos que v aproxima I' en menos de un cier -
t o  E ' t a n  pequefio como se quiera,  con t a l  de que E sea.  s u f i  -
cientemente pequefio. 
e l  dltimo sumando s e  hace menor que E por h i p d t e s i s  sobre  r ,  
10 para e l  segundo sumando tenemos que I' (0) = 7 (0) = (al ,  . . . ,all) , 
0 0 
mientras que v(0) = (bl,. . . ,bn) , luego por l a  e lecc i6n  de  
b , d i s t a n  menos que e . Analicemos e l  primer sumando 
por  l o  que 
(recordernos que 0 = to y 1/T = tl). 
D e  las acotaciones p rev ias  se deduce que ! v  (t) - r ( t )  1 < 56 = r ' 8 
cualquiera sea t E [ 0.11 . 
Corolar io  3.14: tsr c ( I ~ , A )  < K + tsr A . 
Dem.: Por induccibn, pa ra  K = 1 es e l  teorema, supongdmoslo 
-
K - 1  
c i e r t o  para K - 1 , luego como c ( I K , ~ )  n C (I ,C (I , A ) )  v 
K - 1  tsr c ( I K , A )  c 1 + tsr C ( I  ,A) < 1 + K - 1 + tsr A . 
Proposici6n 3.15: Sea A un dlgebra  de Banach; si tsr c ( I ~ , A )  
< n , entonces [ sK-l ,un (A) ]  es t r i v i a l .  
Dem.: Identifiquemos #-l con e l  borde de I* ; si  f -  : il I K 
+ Un (A) , por un teorema d e  Dugund j i  I17 1 e x i s t e  una ex tens idn  
K K de  f , F :  I ~ + A "  , y como U n ( C ( I  , A ) )  = C ( I  . U n ( A ) ) e s l  
K n denso en C ( I  ,A ) ,  e x i s t e  G : IK + u n ( A )  t a l  que I G ( x ) - F ( x ) ~  
< E para todo x E IK ; luego s i  € es suf ic ientemente  peque- 
Bo, Ft(x)  = f ( x )  + t ( G /  . K ( ~ ) -  f ( x ) )  c o n  O C t < l  , es una 
a I 
homotopza en c (a P , u n  (A) ) e n t r e  f y G / ~ ~ ~  . Claramente 
"'a IK 
es homot6pica a una cons tan te ,  y por l o  t a n t o  tambien 
Corolar io  3.16: 
~ e l a c i 6 n  e n t r e  tsr A y X ( A )  . 
Parece s e r  que e l  rango e s t a b l e  topoldgico  de  un Slgebra 
de  Banach conmutativa,guarda una fn t ima r e l a c i b n  con l a  topo- 
logfa  de s u  espectro;hecho g s t e  que puede i n t u i r s e  a p a r t i r  
de l a s  secc iones  a n t e r i o r e s ;  si  b i e n  abn no hay un r e s u l t a d o  
d e f i n i t i v o  a e s e  respecto ,  10s hechos que se exponen a con t i -  
nuaci6n cubren muchos ejemplos i n t e r e s a n t e s .  Cuando e l  dlge- 
bra en cues t idn  e s  d e l  t i p o  C (X)  , s u  rango e s t a b l e  topolbgi  
- 
co queda perfectamente c a r a c t e r i z a d o  por  l a  dimensi6n de  X . 
Comencemos entonces por  e l  e s t u d i o  de  estas blgebras .  To- 
das  l a s  S lgebras  que aparecen en esta secc idn  son complejas. 
* 
Notaci6n: Sea X un compacto Hausdorff,  y consideremos C ( X ) .  
En c (x)" tomamos e l  m6dulo 1 f ll +. . .+I fnJ  y l a  norma supre  
-
mo asociada a e s t e  m6dulo ( todo l o  que v iene  a con t inuac ibn ,  
s igue  va l iendo si se toma o t r o  de  10s m6dulos equ iva len tes  a 
e s t e , y  s u  norma asociada)  . 
Si f E c(x)" , notaremos 
y lo mismo para la otra desigualdad, igualdad, etc. 
Si Y c X es compact0 y f E c (x,c:) , la restricci6n induci 
- 
rb una aplicaci6n p : [ x,c:] + [Y ,c:] ; por razones de simpli 
- 
cidad identificaremos f con su clase de homotopxa, ass 
P (f) = f/Y se entenderd indistintamente que pertenece. a 
c(Y.,CC) 6 [Y,c:] . 
~efinicidn 3.17: Si f E C (x)" , definimos 
r(f) = Xnf {e > 0  / f E Imp , donde P : [ (lfl < E),C:I + 
I (lfl = , 
Hay varias formas alternativas de definir 7 (f): 
1) r(f) = Inf {e > 0  / f €Imp, donde p : [x,c:] + [(If1 = e ) ,  
c:1 I. 
2)  ~(f) = Inf I€ > O  /BF Ec(x,c:) con F I  - (Ifl = € ) -  fl(lfl=e)l- 
3) r(f) = Inf {E > o /BF E c(x,c:) con F I ( ~ ~ ~ >  
- f1 (I*I> El}. 
" 
n 
Lema 3.18: r(f) = Inf {E > 0  / (fl,. . ,in, L: lfiI- ~)es reducible) 
i=l 
n 
Dem.: Si g = E Ifil- E , se observa que 26 ={z€ X/lf (z) I =  E I i=l 
Ahora, que (f,g) sea reducible equivale a que 
f E Im P , donde P : [x,c:] + [z~,c:] . Lo que prueba el 1ema.e 
Teorema 3.19: d( f ,Un(C(X)))  = r ( f )  . 
Dem. : ( Sea a > r ( f )  , entonces e x i s t e  F E Un (C (x) ) , t a l  
que F l  (If12 a ) =  f l  ( I f f >  a )  ; consideremos e l  con jun to  ( I F - f 1 
> 6 > 0) , e s t e  es un compacto que obviamente e s t d  metido en 
(If1 < a )  , y por  l o  t a n t o  e s t 6  separado de  ( I f l a  a )  I luego 
por  e l  l e m a  de Urysohn, e x i s t e  una funci6n 
c~ : X + [ 6 / i ~ l , l ]  t a l  q u e  q((lF - f l > 6 ) ) =  6/UFI y cp((lfl>a))= 
1 ; entonces cP .F E Un (C (X)  ) y 
. en ( I F  - f 1  2 6 )  
ASS, d(f,U,(C(X))) + 6 , p a r a  todo 6 > 0 y t odo  a > 
r ( f )  , l o q u e  impl ica  d( f ,Un(C(X)))  < r ( f )  . 
(>) s e a  a > d ( f  ,Un(C (x) ) ) , veremos que f E I m  P , donde 
p : [x,c: 1 + [(I f l  >a);~:] . S i  u E U n ( C ( X ) )  v e r i f i c a  que 
d ( f  ,u) < a , tenemos que Ft = f + t ( u  - f )  es una homotopfa 
en c((lfl>a),c:) e n t r e  f y u ,  per0  u E U n ( C ( X ) )  10 
que impl ica  (por  e l  teorema de Borsuk [ 341 que f E I m  P 
Corolar io 3.20: S i  f E c(x)" , son equiva lentes :  
i) f E u ~ ( c ( x ) ) -  
ii) ( f ,  i e l l f i l -  s) es r e d u c i b l e v r  > O  
iii) (f,/3) es r educ ib le  cada vez que sea unimodular (/3 E C ( X ) ) .  
Dem.: i) *iii) e s t d  en l a  demostracidn de  lema 3.2, 
-
iii') *ii) es obvio,  
ii) *i) , p o r  ii), r ( f )  = 0 y luego se a p l i c a  e l  teorema 
Corolar io  3.21: S i  x c cn es un compacto de  i n t e r i o r  no va- 
~ 1 0 , ~  A = ( A ~ , . . . , A ~ ) E X ~  , entonces  f ( z )  = ( Z ~ - A ~ , . . . , Z , - A , )  
E u n ( c ( x ) ) -  . 
Dem.: Debemos v e r  que s i  s > 0 es su f i c i en temen te  pequeiio, 
-
n 
( f  ,g) no es r e d u c i b l e  , donde g ( z )  = igll zi- hit - r  ; e x i s t e  
r  > 0 t a l  que B, (X)  = ( z  E ~ ~ : Z l z ~ - h ~ l  6 r ) C X  , y a s f  
zg = {z E cn : Zl zi-Ail = e ) ; s i  ( f  ,g) f u e r a  r educ ib le ,  ten-  
drfamos que f/ se podrfa  ex tende r  a F E c (x,c:) , y en p a r  
z1 -
titular, se e x t e n d e r l a  a una func i6n  de  B, ( A )  en  C: , lo 
que obviamente es f a l s o .  
4 1 
Corolar io  3.22: tsr C ( X )  = sr C ( X )  = [ dim X/2] + 1 . 
Dern.: E s  c l a r o  a p a r t i r  d e  c o r o l a r i o  3.20. 
-
En [23] Herman y Vasersh te in  demuestran l a  pr imera  igua ldad  d e  
este c o r o l a r i o ,  en e l  contex t0  mds g e n e r a l  d e  d l g e b r a s  C* , u- 
sando una t g c n i c a  similar a l a  aquf u t i l i z a d a .  Como veremos mbs 
ade lan te ,  este resu l t ado  no se puede g e n e r a l i z a r  a  cua lqu ie r  
d lgebra  de  Banach. 
Una i n t e r e s a n t e  ap l i cac idn  de  teorema 3.19 es l a  s igu ien te :  
~ r o p o s i c i 6 n  3.23: S i  f  E C ( X )  y  n  es un n h e r o  n a t u r a l ,  en 
- 
tonces  d ( f n , c ( x ) ' )  < ~ ( ~ , C ( X ) O ) "  . 
Dem. : En v i r t u d  d e l  teorema, debemos demostrar que r ( fn )  < 
-
r ( f ) "  ; tomemos r > r ( f )  , por  d e f i n i c i d n  e x i s t e  F E C (X)  ' 
- t a l q u e  l f l r f / r j  , luego Fn E C ( X ) '  Y 
~ ~ ' ( 1  f l =  r)  = fv(l f  f =  r) = ql f n l =  rn) , de l o  c u a l  r ( f n ) <  rn. 
E s t e  r e su l t ado  no e s  t r i v i a l ,  en e l  s i g u i e n t e  s e n t i d o ,  si  f E 
C ( X )  y  u E  ( c ( x ) ' ) -  son t a l e s  que d ( f , u )  = d(f ,C(X) ' )  , no 
siempre es c i e r t o  que d( fs ,us)  = d(fs,C(X) .) , v e h o s l o  con 
un ejemplo, consideremos f ( z )  = ( z - 1 / 2 )  E ~ ( 1 )  ; d ( f , ~ ( x ) ' ) =  
1/2 , ya que s i  fue ra  menor, tendrlamos que hay un v  E C (x) ' 
t a l  que 1 z  - 1/2 - v  (z)  I <  1/2 Vz E ii , y  entonces Ft ( z )  = 
( Z  - 1 / 2 ) +  t [  z - 1/2 - v ( z )  1 , r e s t r i n g i d a  a S' s e r f a  una homoto 
- 
p l a  de s1 en C, e n t r e  (z -1/2) y  v ; como v ( z )  # 0 
Vz E , d e  l a  t e o r z a  de homotopfas se deduce que e l  grado de  v  
es cero,  mientras  que e l  grado de  z  -1/2 es uno, por- l o  que no 
pueden ser homotbpicas . Por o t r a  p a r t e  , u  (z) = z - 1 E (C (x) ' ) - 
y  I z  - 1 - z  - 1 I = 1/2 . Veamos entonces que pasa  con 
1 z  -1/2)s - z  1 , tomando z  =-1 queda 
' 4 s  - 3s 
> - s i  s > 1 , mient ras  que e l  c o r o l a r i o  nos d i c e  
2S 2s 
A 1  i g u a l  que pasaba con e l  rango e s t a b l e ,  e l  e s t u d i o  d e l  ran- 
go e s t a b l e ' t o p o l 6 g i c o  de  un d lgebra  de Banach conmutativa se 
reduce inmediatamente a 1  de un dlgebra  semisimple. 
Proposici6n 3.24: Sea A un Slgebra  de Banach conmutativa,  s i  
J = rad A , entonces tsr A = t s r , A / J  . 
Dem. : Sea n : A" -* (A/J)" l a  proyecci6n n a t u r a l ,  s i  u E A", 
-
de l a  igualdad s p  u = s p  r (u)  , es f a c i l  v e r  que r (Un(A)- )  = 
-1 
u ~ ( A / J ) -  y un (A) -  = n u A , luego s i  n = tsr A , 
(A/J)" = Un ( A / J ) -  , y s i  n = tsr A / J  , A" = Un (A)-  . 
Si A t i e n e  n elementos que l a  generan como Slgebra  de  Ba- 
nach u n i t a r i a ,  diremos que A es n-generada; llamaremos enton 
- 
ces gen A a1 mfnimo n a t u r a l  n t a l  que A es n-generada, si 
no e x i s t e  ningdn t a l  n , gen A = - . 
Teorema 3.25: S i  A es un d lgebra  de  Banach conmutativa, f i -  
nitamente generada, entonces 
dim X (A) - gen A < tsr A - 
Dem. : Sean n = gen A y s = tsr A . Decir que dim x (A) < n + s 
-
equiva le  a d e c i r  que para  todo r > 0 y toda funcidn cont inua  
f : X(A)+  R "+' , e x i s t e  una funcidn cont inua  F : X (A) -* R:+' a 
t a l  que U F ( ~ ) -  f (9) 0 <e para  todo p E X ( A )  (ve r  [ 2 5 ]  ,pbg.83). 
Supongamos entonces que es tdn  dados un r > 0 , y una f como 
a r r i b a .  S i  {aj ,  1 C j < n)  genera A , tomemos a = (al, . . . ,a ) n 
A A 
y. defi'namos P : X (A) + s p  a como p (p) = (al (p) , . . . ,an (p)  ) , 
por  teorema 2.4, p es un homeomorfismo. Tenemos entonces e l  
diagrama conmutativo 
n+s x (A) -.R . 
P o r  e l  teorema de  Stone -Weie r s t r a s s ,  c se puede aproximar 
uniformemente en menos de € / 4  por  una funcidn pol inomial  p = 
- 
p (zl,El,. . . , zn,zn) , y como s p  a es compacto, e x i s t e  un 6 > O 
t a l  que si w o  E s p  a y ol E cn , v e r i f i c a n  Owo-wll < 6 , 
entonces i p ( o o )  -p(wl) 1 < e/4 . 
Ahora, por c o r o l a r i o  3.9, e x i s t e  b E An t a l  que Ub - a1 < 6 
(aqux l a  norma en A" e s  l a  norma dos asociada  a I U A )  , Y 
dim(sp b) < n + s . S i  definimos p 1  : X ( A )  -+ s p  b como p '  ( p ) =  
( l ( p ) , . . . , n ( p ) )  , e s  c l a r o  que Iw(p)- p l ( p ) l  n < 6 C 
todo cP E X (A)  . Luego 
p a r a  
Bastard entonces con aproximar p o p t  en menos de ~ / 2  por 
una funci6n cuya imagen no contenga a1 cero, para eso notemos 
que podemos pensar a p como saliendo de sp b , y dado que 
n+s dim(sp b) < n + s , existe una funcidn continua q :sp b -+ R, 
tal que Ilp(z) - q(z) 1 < ~ / 2  , para todo z E sp b ; as5 
Ipopl(q) -qopt(q)I < ~ / 2  para todo cp Ex(A) y q o p ? : :  
X (A) -+' R:+', como querfamos probar. 
Observaci6n: Si bien en .la demostraci6n del teorema "aproxima- 
mos" sp a por un conjunto de dimensi6n menor que tsr A + 
gen A , como sp a es homeomorfo a X (A) , en realidad,de la 
demostracidn conclukmos que tambi6n para sp a vale esa desi- 
gualdad. 
Proposici6n 3.26: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa. 
Si A tiene n generadores y X(A) C M C cn ,con M una sub- 
variedad diferenciable sumergida (real o compleja), de dimen- 
si6n m < 2n ; entonces tsr A < [m/2] + 1 . 
Dem.: Llarnemos s = [m/2] + 1 y tomemos f E A' , si hl,--, 
.# 
h, generan A , entonces f se puede aproximar por polinomios 
espectral sp p (h) = p (sp h) = p (X (A) ) . 
n Consideremos p : C -+ cS , esta funci6n restringida a M es 
diferenciable, por lo. que dim p(M) < m < 2[m/2] + 2 = 2s , de 
aquZ tenemos que p(M) O = 9 (el interior tomado en cS) , y 
como p (X (A) ) c p (M) , el resultado se sigue del corolario 3.10. 
Desgraciadamente, la hipdtesis de que M sea una subvariedad 
sumergida,no se puede remover manteniendo igual demostraci6n, 
ya que una funci6n polinomial puede aumentar la dimensi6n de 
un compacto polinomialmente convexo; por ejemplo, si f :I + 
2 I C C es una funci6n continua suryectiva, y consideramos X = 
{ (t, f (t)), t E I 1 C c2 , es claro que X " I , y por lo tanto 
dim X = 1 , ademds X es polinomialmente convexo, pues es fb- 
cil ver que P (X) = C (X) ; per0 el polinomio p (2 )  = z2 tiene 
por imagen , que obviamente tiene dimensi6n 2 . No obstan 
-
te, como P (X) = C (X) , tambi6n aquf tsr P (X) = [ dim .~/21 + 1 = 
Esto nos conduce a la cuesti6n de si tsr A es un inva- 
riante de dim X (A) , ~serd cierto que tsr A = [ dim x (A) /21+ I?, 
si bien ninguna de las dos desigualdades ha sido probada, en to 
- 
dos 10s ejemplos conocidos por el autor vale la igualdad. 
Lema 3.27: Si A y B son dlgebras de Banach conmutativas, y 
f : A + B es un morfismo con imagen densa; entonces tsr B'G 
tsr A . 
Dem.: Si n = tsr A , Un(A) es denso, lo que implica que 
f (Un (A) ) es denso en f (A") , que es denso en B" . Luego, 
u,(B)- 3 ~(u~(A))- = B" . 
0 Corolario 3.28: Si A es n-generada y X(A) # 9 (en cn), 
entonces tsr A = n + 1. 
Dem. : Si A : A + C (X (A) ) es la transformada de Gelfand, es 
-
A 
claro que A es densa en P(X.(A)) ,luego tsr P(X(A)) = n + 1 , 
y por el lema, tsr A n + 1 ; la otra desigualdad es la pro- 
La primera desigualdad de este corolario sigue valiendo bajo 
hipdtesis mds generales. Si A es un dlgebra de Banach conmu- 
tativa y E C X (A) es un conjunto compacto, consideremos la 
A 
clausura en C (E) de las restricciones AIE , y llamemos AE 
a este dlgebra, la cual resulta ser un dlgebra uniforme, cuyo 
espectro es la cdpsula A-convexa de E : 
Para una exposici6n detallada de estas dlgebras y otras cuestio 
- 
nes relacionadas, se pueden consultar [ 381 y [ 451 . 
Teorema 3.29: Sea A un dlgebra de Banach conmutativa, y sea 
E c X(A) compacto. Si existe @ E A: ,tal que @ es un home0 
- 
0 
morfismo entre E y @ (E) , y @ (E) # @ (con respecto a cn) ; 
entonces tsr A > n + 1 - 
Dem.: Como la transformada de Gelfand,compuesta con la restric 
-
cidn forma un morfismo de A en AE de imagen densa, por lema 
3.27, basta con verque tsr A E >  n +  1 . 
Mediante una traslacidn y una dilatacibn,podemos suponer que 
) (E) > B = {z E cn : Z I zil c 11 Luego, por hip6tesis exis- 
te h : B - r E  tal que $ o h =  idB , o sea $K(h(zlf-g.,~n)) = 
=K ' Si $ s e .  puede aproximar por unimodulares* de % , 
existe una sucesien (vj) C Un (%) , tal que v + $ en ?$ ; j 
luego , sup I v. (h(w)) - $ (h(o)) I tiende a cero cuando j tien 
wEB 3 
-
de a infinito, y ademas, v . o h E Un (C (B) ) Esto Gltimo es fa1 3 - 
so, ya que en virtud del corolario 3.21, la funci6n coordenada 
w = $ (h (w) ) no se puede aproximar por unimodulares de C (B) - 
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